Reconocimiento de Patrones

Joaquin Salas
CICATA Querétaro
Instituto Politécnico Nacional
Cerro Blanco 141, Colinas del Cimatario, 76090,
Querétaro, México
jsalasr@ipn.mx, joaquin.salas@gmail.com

Agosto, 2018



Indice general

IL__Modelado de Datosl 1
1. Modelos Probabilisticos| 2
(I.1. Funciones de Probabilidad| . . . . . . ... ... ... ... 0. 2
[1.2. Ajuste de Modelos| . . . . .. ... ..o )
[1.3. Ajuste de Parametros a Datos Experimentales| . . . . . . .. ... ... ... 8
2. Modelos Multimodales| 18
2.1. Variables Ocultas . . . . . ... ... ... ... ... 18
[2.2. Maximizacion de la Expectativa (EM)| . . . ... ... .. 0L 19
2.3. Mezcla de Gaussianasl. . . . . . . . ... Lo 21
[2.4. Aplicacion: Alas Detormables| . . . . .. ... ... ... ... ... .. ... 25
3. _Caracteristicas| 27
B.1. Seleccion de Caracteristicasd . . . . .. .. ... oo oL 27
[3.2. Algoritmo de Borutal . . . . . . .. .. ... 29
[3.3. Asignacion de Pesos|. . . . . . . ... 31
[3.4. Establecimiento del Rankingl . . . . . . ... ... ..o 34
Il Clasificacion y Regresion| 36
4. Clasificacionl 37
4.1. Modelo Discriminativol . . . . . . . . ..o o 37
M.1.1. Frror Minimo de Clasificacion| . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 38

[4.1.2. Regresion Logistical . . . . . . . . ... ... .. ... . ... ..... 41

4.2, Modelo Generativol . . . . . . .. ... 43
[4.2.1.  Distribuciones de Probabilidad Marginales| . . . . . . .. ... .. .. 43

[4.2.2. Modelado Multivariable con Copulas . . . . .. ... ... ... ... 45

[4.3. Regresion Logistical . . . . . . . . . . . ... 46
[4.4. Regresion Logistica Bayesianal . . . . . . . . ... ... ... ... ...... 48
[4.5. Regresion Logisticano Lineal| . . . . . ... ... ... ... ..., 52
[4.6. Formulacion Dual de la Regresion Logistical . . . . . .. ... ... ... .. 52
[4.7. Regresion con Kernels| . . . . . . ... .. ... ... ... 54
1.8, Clasificacion con Vectores Relevantes . . . . . . .. .. ... ... ... ... 54
[4.9. Evaluacion del Desempeno| . . . . . . . .. .. .. ... ... L. 56
[4.10. El Viaje del Titanic|. . . . . . . .. .. .. .. 57




4.10.2. Inferencia sobre la Sobrevivencial . . . . . .. .. ... ... ... ..
B Clhsificada Probabilistica
[b.1. Boosting| . . . . . . . ..
I;[i.2. s LI tl()lﬁﬁ (19 Dfi(:].'fi]..QIlI ................................
[5.2.1. Clasificador basado en Arboles de Regresion| . . . . . . . . . ... ..
[5.3. Bosques Aleatorios| . . . . . . . . ...
[>.4. Maquina de Vectores de Soporte (SVM)| . . . ... ... ... ...
[5.4.1. Clases Separables| . . . . . . . .. ... ... ... ... ... ...,
[5.4.2. Clases no Separables| . . . . . . . . ... ... ... L.
[5.4.3. Clases no Linealmente Separables| . . . . . ... ... ... ... ...

6. Regresion|

[6.3. Calidad del Ajustel . . . . . . . . . .
[6.4. Regresion Lineall . . . . . . . ..o
[6.5. Regresion Bayesiana] . . . . . . .. .. ... L
[6.6. Regresion no Lineal| . . . . . .. ... ... ... o000

[6.8. Regresion Lineal Dispersa] . . . . . .. ... ... ... ... ... ... ...
[6.9. Regresion Lineal Duall . . . . . . ... ... ... ... ... ..
[6.10. Regresion por Vectores Relevantes (RVM)| . . . .. ... . ... ..

LIl  Aprendizaje Profundo|

[7. Aprendizaje e Inferencial

[7.2.  Entrenamiento por Back Propagation) . . . . . . . . . . ... ... ... ...

8. Redes Neuronales Convolucionales|
[8.1. Definicion de la Arquitectural . . . . . . . . . ... ... ...
B2, Clasificacion Lineall . . . . . . . . . . . .

[8.3. Aspectos Estaticos de una CNN| . . . . . ... ... ... ... ... ...,
[8.3.1. Preproceso de los Datos| . . . . .. .. ... ... ... ... ... ..

[8.3.3. Regularizacion|. . . . . . . . . ..o o
[8.4. Aspectos Dinamicos de una CNN| . . . . . . ... .. ... ... ... ....
[8.5. Ejemplo de MNIS'T| . . . . . . ... . .

66
66
67
68
70
72
72
75
76

77
7
79
81
83
84
86
89
91
94
96

101

102
102
103



O E . Ic Redes N s C G Ies
[9.1. Modelo de Inception| . . . . . . . . . . . ..
[9.2. Regularizacion|. . . . . . . . ...

[9.2.1. Tlustracion del Proceso de Regularizacion| . . . . . . ... .. ... ..
[9.2.2. Restricciones Ly v Lol . . . . . . . . . .
[9.2.3. Terminacion Temprana como Regularizacion| . . . . . . ... ... ..
[9.3. Proceso de Optimizacion| . . . . . . . . . . . . ... ... ...
[9.3.1. Optimizacion de Redes Neuronales| . . . . ... ... ... ... ...
[9.3.2. Esquemas de Optimizacion|. . . . . . . . . ... ... L.

[10. Aprendizaje por Refuerzo|
(10.1. Esquema de Aprendizaje| . . . . . . . . ...
(10.2. Implementacion| . . . . . . . . ...

v

116
116
117
119
120
121
124
124
128

132
132
135



Prefacio

Posiblemente, la facultad de reconocer patrones es la experiencia que mas cercanamente
asociamos con el concepto de inteligencia. Esta capacidad esta tan embebida en nosotros que
la apreciamos de forma natural a nuestro alrededor, sea en un congenere cuando le asociamos
un cierto comportamiento, en una mascota cuando aprende un nuevo truco, en el ir y venir
de las estaciones del ano. Los patrones nos dan estructura sobre lo permanente, al mismo
tiempo que abren una puerta para interpretar cuando algo se sale de la norma. Mediante los
patrones aprendemos a relacionarnos, adquirimos conocimiento, comprendemos las cosas. El
estudio del reconocimiento de patrones es emocionante pues es una manera de entendernos
mejor a nosotros mismos.

Aprendizaje e Inferencia

El estudio del reconocimiento de patrones también es importante en una variedad de
cuestiones practicas. Hoy dia, computadoras cada vez mas veloces y con mayor capacidad
de almacenamiento estan posibilitando su empleo como herramientas para volvernos mas
productivos. Mediante el reconocimiento de patrones podemos explorar la inmensa cantidad
de datos que se produce diariamente y obtener informacion para realizar de mejor manera
nuestras actividades.

Por la facilidad que se tiene para examinar su contenido, posiblemente por el mapeo lineal-
no lineal que resulta, Lecun y Ranzato[36] distinguen entre técnicas someras y profundas.
Ejemplo de las primeras técnicas con los arboles de decisién, las maquinas de soporte vectorial
(SVM), boosting. Ejemplos de técnicas profundas incluyen las redes neuronales recurrentes
y las redes neuronales convolucionales. Enmedio, se tienen técnicas tales como las maquinas
de Boltzman o los métodos de Bayes no paramétricos. Lecun y Ranzato también distinguen
entre los métodos basados en redes neuronales y los métodos probabilisticos. Es un mantra
en el area que no hay método de reconocimiento de patrones que sea el mejor para todos los
casos[70]. Por ello, con la finalidad de proporcionar al estudiante un conjunto de herramientas
modernas y eféctivas, en este curso tenemos como meta dar un vistazo, con un enfoque
mediano sobre los aspectos técnicos sobre los cuales se basan, a todos estos métodos.

Otra forma de organizar el estudio de métodos de reconocimiento de patrones es entre
métodos de aprendizaje supervisados, no supervisados y de refuerzo. En el aprendizaje su-
pervisado tenemos un conjunto de datos sobre los cuales conocemos que entradas producen
que salidas. La tarea de aprendizaje es construir el mejor mapeo de unas a las otras. Sin
embargo, la construccion de este mapeo es muy laborioso, tardado y propenso a errores.
Esta circunstancia se vuelve mas critica cuando nos damos cuenta que estamos rodeados de
muchisimas méas cosas que requiren etiquetado manual. Por ello, el aprendizaje no super-
visado se vuelve atractivo. Solo imagine las posibilidades que abren las millones y millones
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de imagenes que se encuentran en el internet y la multitud de aplicaciones que de ellas se
desprenden al sacarles provecho a partir del uso de computadoras cada vez méas veloces. Por
ultimo, en aprendizaje mediante refuerzo damos una recompensa, positiva o negativa, a cada
decisién que el algoritmo toma, de forma muy similar a como entrenamos a las mascotas.
Como en esa analogia resulta muy importante poder correlacionar y sincronizar de la mejor
manera el estimulo correcto en el tiempo preciso. En este curso, solo estudiaremos técnicas
relacionadas con aprendizaje supervisado y no supervisado.

Con el tiempo, la disciplina se ha vuelto mas amplia, las técnicas mas elaboradas. Hoy
en dia, vemos casos de técnicas sobre humanas, en el sentido que su nivel de desempeno
sobrepasa el que puede exhibir un humano[18]. Esto tiene importantes implicaciones sociales
que rapidamente se han comenzado a experimentar. En ese sentido, el conocimiento de
las técnicas brinda la posibilidad de tener mas conocimiento sobre las implicaciones de las
técnicas, su potencial, y las formas en las que mejor podemos aprovecharlas.

El proceso de reconocimiento de patrones se ilustra en la Figura [I} Las senales que se
perciben del mundo son procesadas para extraer variables que por un lado le caracterizan
y por otro son procesables por los dispositivos de cémputo. Su valor es depositado en una
variable x. Enseguida, el proceso se bifurca entre la etapa en la cual realizamos el aprendi-
zaje (conocida como etapa de entrenamiento) y aquella en la cual realizamos la inferencia
(conocida como etapa de operacién). En todo caso, suponemos que contamos con un modelo
del mundo, p(w|x, ®), que nos permite interpretar su estado w mediante un conjunto de
parametros © y la propia caracterizacién x. Justamente, el proceso de entrenamiento tiene
el propdsito de identificar los mejores valores de los parametros.

El entrenamiento puede ser supervisado, no supervisado o mediante refuerzo. En apren-
dizaje supervisado contamos con pares {x,w} que nos permite guiar el proceso. Por otro
lado, en aprendizaje no supervisado esperamos que las caracteristicas se asocien en grupos,
de preferencia con poca variabilidad, y que estos sean diferenciables entre si de forma clara.
En aprendizaje mediante refuerzo proporcionamos un estimulo que depende de la respuesta
obtenida. Aqui las dificultades incluyen la seleccién del tipo y oportunidad del estimulo. Por
su lado, w puede ser de naturaleza continua o discreta. Cuando su valor es continuo estamos
resolviendo un problema de regresiéon. Cuando es discreta estamos resolviendo un proble-
ma de clasificaciéon. La identificacién del valor de los pardametros durante el entrenamiento
nos permite definir un espacio C, que puede ser de regresion o clasificacién, dependiendo
del problema. Ya en operacién, hay una etapa de inferencia en donde una caracterizacién
proyectada en el espacio C permite la instanciacion del estado que guarda el mundo w.

En aprendizaje supervisado tenemos la oportunidad de evaluar el desempeno del algorit-
mo de entrenamiento. Para ello, tipicamente dividimos las muestras en tres grupos. Uno de
ellos nos sirve para determinar los parametros ©. Otro nos sirve para hacer la validacién de
los parametros y posiblemente modificarlos. Finalmente, se tiene un grupo para probar. Este
grupo solo se usa una vez y el resultado nos permite apreciar la capacidad de generalizacion
del algoritmo ante casos no encontrados.
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Extraccion de Algoritmo de Espacio de

Caracteristicas Aprendizaje Clasificacion/Regresién

p(wlx, 0)

Algoritmo de

Inferencia

W predicciones/decisiones

Figura 1: Reconocimiento de Patrones. Mediante mecanismos de percepciéon obtenemos in-
formacion sobre el mundo en la forma de caracteristicas x. Durante la etapa de aprendizaje,
las caracteristicas nos permiten definir los valores de los pardmetros © tal que el modelo del
mundo p(w | x,®) permita la inferencia del estado del mundo w en el espacio de clasifica-
cion ©. Durante operacién, una muestra no vista x es mapeada a un estado del mundo w.
Si la naturaleza de w es continua estamos hablando de un problema de regresiéon. Si w es
discreta, el problema es de clasificacion.

El Camino Adelante

En este documento nuestro objetivo es entender los fundamentos, explorar las técnicas,
y adquirir dominio sobre herramientas que permitan generalizar la aplicacién del reconoci-
miento de patrones a problemas de particulares. Para lograr lo anterior, procuramos obtener
un conocimiento comprensivo de las técnicas mas efectivas para realizar reconocimiento de
patrones, buscamos implementar diferentes métodos de reconocimiento de patrones para
la solucion practica de problemas y apuntamos a conocer, usar, y expandir algunas de las
herramientas de desarrollo mas importantes.
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Modelado de Datos



CAPITULO

Modelos Probabilisticos

Las técnicas derivadas de la probabilidad nos permiten asignar incertidumbre bajo princi-
pios quer permiten su manipulacién y propagacién. Aqui estudiamos algunos de los conceptos
de la probabilidad y su uso en algunas condiciones experimentales.

1.1. Funciones de Probabilidad

Normalmente cuando las variables se instancian contienen un valor, el cual permanence
mientras no se realice con ella una operacién que le altere. En contraposicion, una variable
aleatoria, x, cambia de valor debido al proceso azaroso al cual esta ligada. En ese sentido
el valor de una variable aleatoria es incierto. Las variables aleatorias pueden ser discretas
o continuas. Ejemplos de valores discretos pueden ser el resultado de lanzar una moneda,
i.e., cara o cruz, o el resultado que observamos al lanzar un dado, 7.e., 1,2,..., 5,6. Algunos
ejemplos de variables aleatorias continuas pudiera ser el peso o la altura de la siguiente
persona con la que nos encontremos o la temperatura o velocidad del viento el dia de manana
a medio dia. En el caso de que la variable aleatoria sea continua esta puede ser finita o infinita.

Sin embargo, aun cuando es desconocido, la naturaleza de la variable aleatoria puede ser
entendida en virtud de que hay una expectativa del conjunto de valores que puede tomar. A
este conjunto de valores le conocemos como funcién de distribucién de probabilidades (pdf),
p(z). Las pdf tienen dos propiedades basicas. Una de ellas es que sus valores siempre son
mayores que cero. La segunda es que la suma, en el caso de que z se discreta, o su integral,
cuando z es continua, suman uno. Al trabajar con probabilidades es importante mantener
presente que estas reflejan una relacién entre el nimero de eventos que nos interesa examinar
y el nimero de eventos en el subconjunto dentro del cual esos eventos de interés se incluyen.

Una pdf puede ser multivariable, e.g, p(x, ), en cuyo caso hace referencia a la probabilidad
conjunta de ocurrencia de ambas x y y (ver Figura [1.1))(b). Esto nos lleva a la definicién de
marginalizacién, una operacién que nos permite agrupar todo aquello sobre lo cual nuestro
conocimiento es imperfecto (ver Figura . Esta operacion puede ser definida como

p(z) = /p(fla y)dy. (1.1)

Cuando en una probabilidad conjunta suponemos conocido el valor de una variable, el re-
sultado se convierte en una funcién de las variables que quedan. Esto es conocido como




»(y)

Figura 1.1: Probabilidad marginal de una pdf bivariada. En (b) se muestra la probabilidad
conjunta p(z,y). En (a) y (c) se muestra la probabilidad marginal p(y) = /p(:v,y)dx y

p(z) = /p(a:,y)dy, respectivamente.

probabilidad condicional, p(z|y). La probabilidad condicional (ver Figura [1.2)) puede ser de-
finida como

plz,y)  plz,y) (12)

p(ylz) = .
p(x) / plz, y)dy

En la anterior definicién conviene notar que la probabilidad conjunta puede ser definida de
cualquiera de las dos formas siguientes

p(x,y) = plylz)p(z), 6
(1.3)

= p(z|y)p(y).
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Figura 1.2: Probabilidad conditional de una pdf bivariada. En (b) se muestra que se conoce
que x = 3. Como consecuencia, en (a) se muestra la probabilidad condicional p(y|z = 3).

De donde puede definirse la regla de Bayes dada por
p\y|T)p(T pP\y|T)p\T
(x”:(zl)(;)(): (ylo)p(z) (1.4)
[ plaloteis

En la nomenclatura de Bayes, el término p(y|x) es conocido como la verosimilitud, p(x) es
conocido como el término a priori, y p(y) es conocida como la evidencia.

En ocasiones, el valor de y en la expresién de probabilidad condicional p(z|y) no afecta
la distribucion de x, en cuyo caso se dice que x y y son independientes y se tiene la expresién

p(zly) = p(x). (1.5)

Las variables aleatorias pueden tomar cualquier valor, dentro del conjunto expresado

por su funcién de distribucién de probabilidades. Sin embargo, las variables tienen un valor

esperado, i.e., aquel valor que es mas probable que ocurra. La defincién de valor esperado
esta dada por la expresion

Blf() = [ fa)p (1.6)

donde f[z] representa la variable aleatoria y p(x) su pdf. Las siguientes son algunas propie-
dades importantes del valor esperado.

» El valor esperado de una constante es la constante, E[k] = k.

= El valor esperado de una constante por una variable aleatoria es la constante multipli-
cada por el valor esperado de la variable aleatoria, E[kf(x)] = E[f(z)].

= El valor esperado de la suma de dos variables aleatorias es la suma del valor esperado
de las variables aleatorias, E[f(z) + g(z)] = E[f(z)] + E[g(x)].

= Sixy yson independientes, en valor esperado de la multiplicacion de dos variables alea-
torias es la multiplicacién del valor esperado de las variables aleatorias, E[f(x)g(x)] =

E[f(2)]E[g(z)].
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Figura 1.3: Ejemplo de distribucién Gaussiana en dos dimensiones, con valor medio en p y
covarianza ..

1.2. Ajuste de Modelos

Una pdf describe el comportamiento de una variable aleatoria al proporcionar las pro-
babilidad de ocurrencia de ciertos valores. En muchas ocasiones, las pdf’s tienen formas
muy complejas y no hay expresiones andliticas que las expliquen. En otras ocasiones, re-
sulta conveniente aproximarlas por una expresién cerrada. Esto puede ser conveniente para
propésitos de derivar propiedades, caracterizar un conjunto de datos, o simplemente por cues-
tiones estéticas. El ejemplo clésico es la distribucion Gaussiana, cuya expresion mutivariada

se da por
1

p(x) = (2P| exp (—1/2(x — )" S (x — ), (1.7)

donde x es un vector en un espacio de D dimensiones, ;1 es un vector de D x 1, y ¥ es
una matriz cuadrada, de dimensiones D x D, simétrica positiva definida. El ser una matriz
positiva definida implica, entre muchas otras cosas, que para cualquier vector x, diferente de

cero, el producto xT¥x > 0. La Figura muestra un ejemplo de una distribucion Gaussiana
. . . . 2 1

en D = 2 dimensiones, con valor medio en p = (5,5)7 y covarianza ¥ = L9 ) Para

describir todos los puntos bajo ella, unicamente requerimos D + D(D + 1)/2 parametros, D

por lamediay D(D+1)/2 por la covarianza. Por la misma razén que uno escoge una expresion

cerrada para la pdf, uno puede seleccionar una expresion analitica para la incertidumbre de

los parametros de tal forma que la expresion resultante siga siendo analitica. Asi tenemos

la distribucién de Bernoulli y su conjugada Beta, la Categérica y su conjugada Dirichlet, y



aprendizaje - inferencia

91 discrimjnativo
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ML

MAP

{xi, Wi} — p(w;i|x;,0)p x

pwlx*,0) —=

p(xi|wi, 6)p(6)  generativo
p(w;) '

—'p(Wz‘le', 9)

Bayesiano

Figura 1.4: Aprendizaje Supervisado e inferencia. Dado un conjunto de datos y sus corres-
pondientes estados del mundo, podemos seguir un enfoque discriminativo o generativo. En el
enfoque discriminativo definimos la relacién entre los datos del mundo y los estados p(w|x, 6),
y el problema se restringe a identificar los pardmetros 6 para lo cual podemos usar Maxima
Verosimilitud (ML) o Maxima Probabiliad a Posteriori (MAP). En el enfoque generativo
definimos una relacién que identifica como las observaciones se dan en virtud del estado
del mundo p(x|w, ). En adicién, incorporamos conocimiento a priori sobre el problema. En
ambos casos el objetivo es identificar el estado del mundo w dado un nuevo punto x*.

la Gaussiana y su conjugada la Normal Inversa Wishart. En todo caso, hay que seleccionar
apropiadamente los pardmetros de las pdf’s de tal forma que describan adecuadamente los
datos.

Asi pues, una vez seleccionado el modelo p(x;,. ,|6) que describe al conjunto de datos
{x;}7_,, el problema es ahora como seleccionar el mejor valor de los pardmetros ¢. Para
ello, hay diferentes métodos, de los cuales valos a estudiar el de maxima verosimilitud (ML),
maxima probabilidad posterior (MAP), y el enfoque Bayesiano (ver Figura [1.4). En los dos
primeros casos, obtenemos estimadores puntuales, mientras que en el iltimo caso obtenemos
una pdf. En todo caso, una vez aprendidos los parametros 6, es posible hacer predicciones
sobre una nueva muestra x*

ML. En ML buscamos obtener un estimado de los parametros 0 que mejor interpretan los
puntos x; mediante la evaluacion de la siguiente expresion.

b = argmdx (p(xi,..al6)) (1.8)

Si podemos asumir que los datos son obtenidos de forma independiente, la expresién anterior

puede tomar la forma
0 = arg méx (Hp(xl|9)> . (1.9)

i=1
El procedimiento para solucionar esta expresion regularmente entrana obtener el logaritmo,
lo cual convierte la multiplicatoria en sumatoria y puede también simplificar los términos



internos. Esto es posible por la observacion de que el logaritmo es una funcién monotoéni-
camente creciente que no cambia la posicién de los puntos extremos. Enseguida, se sigue
el procedimiento estandar de optimizacién en donde primero se la expresion se deriva con
respecto a los parametros, la expresion resultante se iguala a cero, y la expresion se resuelve
para los parametros #. Para una nueva observacion x*, la inferencia se realiza mediante la
evaluacién de la funcién p(x*|theta).

MAP. En MAP formulamos la bisqueda directamente sobre p(f|x; .., ), una expresién que
depende de los parametros @, de tal manera que tenemos

0 = arg méix (p(O]xi,...n)) - (1.10)
La expresion anterior puede expandirse mediante la formulacion de Bayes, de tal forma que
resulta en V(6
0 = arg max (p(X1,.,.,n| ) )) . (1.11)
0 p(X1,..n)

Es interesante resaltar que el denominador no depende de @, por lo que no afecta la posicion
del méximo y por tanto podemos precindir de él. Por otro lado, como en el caso de ML, si
podemos asumir que las observaciones son independientes podemos evaluar cada termino x;
por separado. Tomando ambas observaciones en consideracién, la expresién resultante es

n
0 = argmix [ 2xil6)p(0) | - (1.12)
i=1
Esta expresion es interesante pues ahora se puede incluir conocimiento previo para la eva-
luacion de la expresién, lo cual resulta en una mejor estimacién. De no haber conocimiento
previo, esta expresion se reduce a ML. Para obtener el maximo seguimos un proceso similar
a ML. Primero, regularmente, obtenemos el logaritmo de la expresién. Luego, seguimos el
proceso estandar para localizar la posicién de un maximo en donde derivamos con respecto
a #, igualamos a cero, y resolvemos para la variable de interés. Para una nueva observacién
x*, la inferencia se realiza mediante la evaluacién de la funcién p(x*|0).

Bayesiano. En los casos anteriores, el proceso resulta en estimadores puntuales. En muchos
casos, es interesante mantener la informacién sobre la incertidumbre y mantener la etapa de
selecciodn definitiva de los valores de los pardametros hasta que esto es inevitable. Con ello
fortalecemos el proceso de razonamiento evitando la toma de decisiones en pasos intemedios.
En la aproximacion Bayesiana, el resultado es precisamente una pdf. Esto es, asumiendo que
las observaciones son independientes, los pardmetros que buscamos siguen la forma

Hp(xl,...,nIQ)p(H)

p(X1,...m)
Luego, en el proceso de inferencia de una nueva observacién x*, evaluamos la siguiente
expresion

p(0x1,. . n) = (1.13)

p(x |1, ) = / p(x*0)p(0]x1,_,)db. (1.14)
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Figura 1.5: Pares de graficas. Las graficas muestran la relacion entre pares de variables.

1.3. Ajuste de Parametros a Datos Experimentales

El Servicio Meteorolégico Nacional nos proporcioné los datos de la estacion meteorologica
Calvillo, localizada en Aguascalientes, México. La base de datos fue depurada por Juan
Ramon Terven. El periodo de observacion esta ente Marzo 31 del 2006 y Septiembre del
2015, con periodos de no observacién intermedios. Las observaciones incluyen: La fecha en
UTC (fecha), la velocidad del viento (RapViento), la velocidad de las réfagas de viento
(RapRafaga), la temperatura del aire (TempAire), y la humedad relativa (HumRelativa).
Las observaciones fueron tomadas, a excepcion de los intervalos en donde no hay lecturas,
cada 10 minutos. La Figura presenta las diferentes relaciones que pueden establecerse
entre pares de variables los datos. La figura es ilustrativa pero en algunas ocasiones se pierde
la capacidad de apreciar la densidad de los datos en regiones. Para ello, exploramos més a
detalle las diferentes relaciones.

La Figura muestra las relaciones de las variables con respecto al tiempo. En adicién,
la figura también muestra la distribucién de valores para la variable de interés. En adicion la
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figuras son acompanadas por las frecuencias relativas, interpretadas como una probabilidad,
de las variables de velocidad del viento, temperatura del aire y humedad relativa.
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Figura 1.7: Pares de Variables. En estas graficas se puede apreciar la relacion entre pares de
variables y la densidad de datos en ciertas regiones.

Figura |6.1] ilustra la relacion entre pares de variables con énfasis especial en la densidad de
datos en ciertas regiones. Carta et al.[I3] hacen un recuento de las diferentes pdf utilizadas
para caracterizar la velocidad del viento, siendo la m&as ampliamente utilizada la pdf de
Weibull, dada por

k k-1
X <§> exp (—z/AN)* x>0,

p(z|\ k) = (1.15)

z <0

o

La distribuciéon de Weibull también es utilizada en otros casos, como por ejemplo el tiempo

de falla.
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ML. Para obtener los parametros de la distribuciéon podemos utilizar ML. Aqui seguimos
parcialmente la derivacion de Bhattacharyal[d]. Primero, hay que notar que la expresién de
verosimilitud de la muestra aleatoria formada por el conjunto x = {x;} pueden estar dados

por la expresién
n

L(x) = [ p (zil\. k), (1.16)

=1

donde los parametros pueden ser obtenidos resolviendo para las expresiones

oL _,. 9L _
ok~ Y on

La expresién de verosimilitud estaria dada por

0. (1.17)

L(x) = f[% (%)klexp(—xi/)\)k. (1.18)

Aplicando logaritmos, derivando la expresion resultante con respecto a k y A y resolviendo
ambas con respecto a cero tenemos

OL n < I 4
%_E+;logxi—xiz;xilogxi—0, (1.19)
y
oL no1 s,
-y v = (. 1.2
2 A+A2;xl ! 20

De ([1.20) podemos deducir que el valor de A esta dado por

>t
A== (1.21)

n

Para encontrar el valor de k£ podemos eliminar A\ de ambas ecuaciones. Ello resulta en la
expresion
S oakloga . 1 1L
=T - = Zlogwi =0, (1.22)
D i1 kon i=1
la cual debe ser resuelta por métodos numéricos. Una forma de hacerlo es mediante el método

de Newton-Raphson, el cual expresa que la raiz de una ecuacién puede encontrarse iterati-
vamente mediante la formulaciéon

f(z)

I PGy
J

(1.23)

donde las expresiones para f y f’ estdan dadas por

S aklogr 1 1L
Fk) = &=L T 08% 2 2 NT g 1.24
" Zf:l xf kom ; i 2
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' x; (log z;) P (klogx; — 1) "2 0g ; P x; log z; (1.25)

Para el caso particular de la muestra en la Figura[1.6{a), las variables resultan en A = 9.83

y k= 1.73. El ajuste se muestra en la Figura [1.8|
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Figura 1.8: Ajuste mediante ML a los datos muestrales de la velocidad de viento en la
estacién meteorologica de Calvillo. El diagrama Q-Q muestra las velocidades tedricas contra
las empiricas, la curva P-P muestra la evaluacién de la pdf empirica, evaluada en cada
punto, contra la tedrica. La curva CDF muestra la distribucién empirica contra la ajustada,
finalmente, el ajuste se muestra contra el histograma empirico.

MAP. Otra forma de obtener los parametros de la distribucién es mediante MAP. Suponga-
mos que aproximamos la temperatura del aire mediante una distribucion normal. Asimismo,

12



0.08r

temperatura (C)

Figura 1.9: Aproximacién de los datos mediante un modelo Gaussiano, usando MAP. La
interpretacion se ve ligeramente afectada por el valor de los hiperparametros. En la gréfica,
a, 3,7y ¢ fueron variados entre -10 y 10.

aproximamos el prior por su conjugado, la Normal Gamma Inversa. Con ello, la expresién
de verosimilitud tiene la forma

n

L(x) = [T ool ool o), (1.26)

=1

donde la expresion para la verosimilitud tiene la forma

oy _ 1 _ r—p ’
plailu, %) = mge"p{ 2 (2 )} (1.27)

mientras para el prior, la expresion conjugada es

g 1\ 28+ 7(5 — p)?
oo g d) = YA () oo (FEEREE)

donde la funcién T'(t) se define como

r(t) = / oV exp (—2)dz. (1.29)

0
Una expresion mas familiar para la funcion I' se da para valores de argumento n entero,
en donde I'(n) = (n — 1)!. Los estimados MAP se obtienen al obtener el logaritmo de

(1.26)), derivando con respecto a las variables p y o, igualando a cero las expresiones y
resolviendo igualmente para pu y o. Las expresiones quedan en funcion de los valores de los
hiperparametros «, 8 y v v estan dados por las siguientes expresiones

nx + o

= 1.30
== (1.30)
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Figura 1.10: Interlocucion diaddica. Un sistema de Visién por Computadora es capaz de
reconocer gestos realizados con la cabeza, tal como asentir, negar, mirar a la izquierda,
derecha, arriba y abajo.

52— izt (%~ )"+ 28+ (6 - a?
n+ 3+ 2«

Para los datos de temperatura del aire del ejercicio, la media T es 19.86 °C' y desviacion
estandar s igual a 7.61. Con ello, podemos plantearnos diferentes modelos, los cuales tienen
dependencia en los hiperparametros «, 3,7, . La Figura[l.9| muestra la variaciéon de la verosi-
militud en funcién de la variacion de los valores del prior. Los valores de los hiperparametros
a, 3,7y o fueron variados entre -10 y 10.

(1.31)

Bayesiano. A continuacion desarrollo un ejemplo para la expresién de la probabilidad de
los parametros en funcién de los datos. Resulta que realizamos un experimento para probar
la utilidad de un dispositivo para valorar la interaccién entre dos interlocutores (ver Figura
1.10), un cliente y un proveedor de servicios. El dispositivo es capaz de reconocer gestos
realizados con la cabeza. En particular, es capaz de reconocer asentimientos, negaciones,
mirar hacia la izquierda, derecha, arriba y abajo[65]. Después de la conversacion, se realiza
una entrevista al cliente. Del andlisis cualitativo de esta entrevista se deduce, para cada
cliente, si su percepcién fue que el proveedor de servicios era competente (x; = 1) o no (z; =
0). La Figura muestra la distribucién de Bernoulli tomando en cuenta esta medicion
empirica. Supongamos que queremos determinar la probabilidad A de que el cliente haya
tenido una percepcién de competencia sobre el desempeno del proveedor de servicios. Para
ello, utlizamos un enfoque Bayesiano cuyo formalismo puede ser expresado como

p(21,..n|A)P(N)
p(xl,...,n)
La verosimilitud nos expresa la probabilidad de que los clientes tenga una percepcién sobre la

competencia del proveedor de servicios. En particular para un solo cliente, la funcién puede
tomar los siguientes valores

PNz, n) = x p(x1,.n|N)D(N). (1.32)

A six; = 1,
p(zi|A) = { 1\ sz =0 (1.33)
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Figura 1.11: Se muestra la distribuciéon Bernoulli para esta observacion. La frecuencia de
personas que encuentran competence al proveedor de servicios es 0.609.

Para un conjunto de n clientes, la funcién de verosimilitud toma los valores

P10 X) o XX (1 = X)"F, (1.34)
donde X = Z x;. Esta ultima pdf es conocida como Binomial.

=1
Por su lado, puede ser conveniente expresar el prior de forma tal que nos facilite la solucion

de los productos. Para la pdf de Bernoulli o Binomial, la distribucion conjunta toma la forma
de una pdf Beta, la cual esta dada por

I'(a+5)
INCIINGE)
Tal como lo discute Prince[56], la pdf Beta tiene un 16bulo principal que se mueve de izquierda
a derecha conforme la fraccién a/(a + /). Todavia més, conforme el valor absoluto de oy 3

se incrementan, también se incrementa el tamano del 16bulo.
El producto de una pdf Bernoulli y una pdf Beta puede expresarse como

C(a+5)

p(A) = Betay(a, 5) = AT — 2L (1.35)

Bern, (\)Betay (o, 3) = A% (1 — A% ——— 2 a1 — \)AL 1.36
Realizando los productos de los exponentes y desplazando las funciones I' hacia la izquierda,
tenemos I 9)
o+ _ .
Bern, (\)Betay(a, f) = —————A\%itert(] — \)l-@th-1 1.37

El numerador de la expresién anterior es casi una pdf Beta, solo hay que incluirle los términos
en funcién de «, B y x; apropiados. El objetivo seria llegar a una expresion de la forma

F(l‘z—f-Oé—i‘l—l’z‘i‘ﬂ)

\riteslig  \)lmwtA-l 1.38
Mot a0 —arg) 1= (1.38)

Betay(z; + a, 1 —z; + ) =

15



Con lo cual, ([1.37)) podria expresarse como
[+ B) Dz + a)l'(1 — x; 4+ B)
F(@)T(B) Iz +a+1—x; + )

o alternativamente, cercano a como lo expresa Prince[56],

Bern, (\)Betay(a, ) =

Betay(z; + , 1 —z; + ), (1.39)

Bern, (\)Betay (o, 8) = k(x; + a, 1 — x; + f)Betay(z; + a, 1 — x; + ), (1.40)
donde k esta dada por la siguiente expresion
['(a)1(B)
= ——"—". 1.41

En (1.32)), la expresién del Bayesiano, podemos sustituir las definiciones de la verosimi-

litud (1.34]) y el prior ((1.35) quedando como

p(AN|z1. o) o AX(1T =N XaerL(1 - )\)FL
(1.42)
o )\a+X71(1 _ )\)nJrﬁfol.

Haciendo & = o+ X y 8 =n+ 8 — X, tenemos que el posterior puede definirse como

P71 n) = k(@ BINTH(L — NP1, (1.43)

.....

En inferencia, nos interesa saber cual seria la probabilidad de observar un cierto valor
para z*. Para ello empleamos el siguiente formalismo

P forn) = / p(a* Np(Mr,_n)dA. (1.44)

Utilizando los resultados anteriores tenemos la siguiente expresion

p(x*|zy, n) = /01 Bern,-(\)Betay (&, 8)d. (1.45)

De las operaciones anteriores podemos verificar que el resultado se simplifica en virtud de
que estamos utilizando pdf conjugadas. Con ello, el resultado es

)))))

1
p(@*|oy ) = / K(X, &, B)Betax(z" + @, 1 — 2 + B)d\, (1.46)
0

donde a =z*+ay B =1—a"+ B El término x no depende de A\ y por tanto puede ser
sacado de la integral, resultando en

1
p(z*|z1,. ) = k(2" &, B)/ Betay (z* + &, 1 — 2% + f)d\. (1.47)
0

-----

Por su lado, la funcién Beta es una pdf y por tanto su integral es uno. Por tanto la proba-
bilidad de p(x*|z1,.,) estd dada por

p(a*|z1,. ) = (2", &, B). (1.48)

La Figura [1.12] muestra las curvas de A para diferentes valores de o y 3, y para diferentes
tamanos de muestra.

.....
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Figura 1.12: Funciones pdf para el proceso binomial-beta relacionado con la interaccién

diddica. De acuerdo al cociente a/(a + [3), en la primera columna el cociente es 0.25, en
la segunda columna) el cociente es 0.5 y en tercera columna 0.75. Las diferentes curvas
magnitudes crecientes de ambas « y ( entre 0.25 y 0.75 creciendo al doble en cada curva.
En las diferentes hileras se tienen el 10 % de las muestras para entrenamiento, en la segunda
hilera el 50 % y en la tercera hilera el total de las 54 muestras.
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CAPITULO
Modelos Multimodales

En este capitulo estudiamos el modelado de pdf complejas, que tienen més de una moda
y que son capaces de interpretar modelos mas elaborados. Un caso tipico se presenta en
la Figura [2.1] El ejemplo clésico en esta temadtica es considerar que esos modelos complejos
resultan de la suma de otros mas sencillos, donde la proporcion de cada modelo es una variable
que hay que determinar. La seleccion del componente que contribuye a nuestra observacién es
desconocida para nosotros, lo que da pie al concepto de variable oculta. Al mismo tiempo, esta
variable oculta genera un proceso aleatorio mediante el cual determinamos la distribucion
basica. Por tanto, a lo mas, aspiramos a tener un estimado del méaximo. De ahi el nombre de la

herramienta principal para la aproximacién de modelos complejos: Estimacion-Maximizacion

2.1. Variables Ocultas

Tal como se ilustra en la Figura , la expresién de una pdf p(z) compleja puede en
ocasiones visualizarse como la marginal en un espacio de probabilidad conjunto p(z, h), tal
como

p@W%:/p@ﬁWMh 2.1)

donde h es una variable que permanece oculta para nosotros y # son los pardmetros que
debemos inferir. Tal como en ML, la idea es buscar los parametros que permiten que el
modelo interprete de la mejor manera los datos que han sido observados. En ese sentido, nos
interesa evaluar una expresion de verosimilitud que tiene la forma

L@—HWM—H/WMWh (2.2)

Tal como en ML, una estrategia para determinar la posiciéon que maximiza la expresién de
verosimilitud consiste en aplicar logaritmos en ambos lados de la ecuacion. Esto resulta en

In L(6 Zln/ , h|0)dh (2.3)

El problema ahora es que la aplicacién de los logaritmos no nos ayuda mas a simplificar la
expresion anterior pues por la la presencia de la integral no puede aplicarse a los términos
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Figura 2.1: En ocasiones, una pdf compleja puede ser descompuesta en distribuciones mas
sencillas.

mas internos. Parte del problema consiste en que la variable h es desconocida para nosotros.
Sin embargo conocemos que es una variable aleatoria. Aprovechandonos de esto, buscamos
estimar su valor esperado.

2.2. Maximizacion de la Expectativa (EM)

El método EM consiste en determinar un borde inferior B(f) a la superficie definida por la
verosimilitud, seguido de un proceso de biisqueda del maximo sobre ese borde inferior. En la
practica, ese borde inferior también depende de un conjunto de pdfs sobre las variables ocultas
{q:(hs)}_,, i.e., se tiene una superficie [56] B({q(h;)}, #). Diferentes funciones g;(h;) predicen
diferentes bordes inferiores. Para explorar estos limites primero comenzamos explorando
algunas propiedades de desigualdades y luego vemos como se obtienen los términos 6ptimos
de esas desigualdades para nuestro problema.

Por ejemplo, la desigualdad de Jensen[48] nos dice que

/1ny-p(y)dy < ln/yp(y)d% (2.4)

o que el valor esperado del logaritmo de una variable aleatoria es siempre menor o igual al
logaritmo del valor esperado de la variable aleatoria. Es decir,

E(lny) < InE(y). (2.5)

Esta propiedad nos permite obtener un limite inferior a la probabilidad conjunta p(x, h|f) al
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aplicar la desigualdad de Jensen sobre ([2.3)), tal que

In (/p(x,h|0)dh> = In (/ q(h)%dh) ,

ple, hl6) (2:6)
/q(h)ln ) dh.

Es decir que se tiene un limite inferior en el proceso de maximizacién de la verosimilitud.
Por otro lado, la naturaleza de las funciones ¢;(h;) puede ser explorado de la siguiente
manera. Partiendo de (2.3)) y aprovechando (2.6, tenemos que el limite inferior puede ser

definido como
B({qi(h:)},6) Z/ %l)w)dhi. (2.7)

Expandiendo el término de la pdf conjunta se tiene

Luego, aplicando propiedades de logaritmos se llega a la expresién

B({ai(h:)},0) Z/qz ) In p(a;|0)dh; +Z/ L“))dh@. (2.9)

El primer término puede integrarse con respecto a h;, resultando en

B({ai(hi)}.0) = Zlnp z,]6) +Z/qz L hm’) plhili,) (2.10)

Nuevamente, el primer término no requiere de las funciones ¢; que definen el limite inferior.
Por tanto puede ser ignorado en la bisqueda de la posicién del maximo del limite inferior.
Asi que lo conducente es buscar la optimizacién del término

(B} = are max I np(hz-|:vi,9) '
qi(h;) = arg {/qz(hl)l ) dh,}. (2.11)

Ahora aplicamos la desigualdad Iny < y — 1 (ver Figura para realizar la siguiente
derivacién. Sea

/qi(hi)ln %dhi < /Qi(hi) (% - 1) dh;,

/ (p(hiless ) — ai(he)) dh,
< 0.

(2.12)

IN

Es decir, que ya cuando se incluye el signo la funcién de costo es positiva. Como lo que se
busca es minimizar, el costo menor que se puede obtener en cero. Es decir que
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Figura 2.2: Ilustracion de la desigualdad Iny < y — 1, y — 1 se ilustra en azul y Iny en
naranja.

T np(hi‘xi,e) o v 0 I p(hi|x;, 0) A
/ql(hl)l —Qi(hi) dh; /ph| i) 1 ( (s, 0 ))dh, (2.13)

o

En otras palabras, el valor éptimo para ¢;(h;) es p(h;|z;, 0).
En resumen, el procedimiento de EM se basa en dos pasos. El primero consiste en la
Estimacion mediante el establecimiento de un limite inferior dado por el calculo de la funcién

p(x;lhi, 0)p(hil6)

p(xi) '
Enseguida se realiza la Mazimizacion obteniendo el valor maximo en la superficie estimada
mediante el célculo de los pardmetros 6. Para ello, (2.7) puede ser utilizada, con la simpli-

ficacién de que los términos que no dependen de 6 pueden ser eliminados del proceso de
busqueda del maximo, resultando en

(2.14)

Qi(hi) = p(hi|$z', 9) =

0 = arg meax; / qi(hs) In p(z;, hy|0)dh;. (2.15)

2.3. Mezcla de Gaussianas

El esquema descrito anteriormente es de aplicaciéon general. Como un ejemplo, en esta
seccion vamos a realizar la estimacion de una distribucion que tiene el efecto combinado de
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varias distribuciones Gaussianas. La distribucién que estamos buscando tiene la pdf marginal

definida como
K

p(z|0) = Z A Normy, (1, ). (2.16)

k=1

En la estrategia a seguir se define una variable aleatoria oculta h a través de la cual
escogemos una pdf Gaussiana en particular. Esto es, identificamos una pdf Gaussiana como

p(z|h,0) = Norm, (pn, Xp), (2.17)

que es seleccionada en funcién de una variable aleatoria oculta que sigue su propia pdf, tal
como

p(h|0) = Catp(N), (2.18)
donde Caty, define una pdf discreta sobre la variable h. Asi, (2.16)) se expresa como

p(z|f) = Zp z, h = k|0), (2.19)
o alternativamente
p(z]f) = Zp zlh = k,0)p(h = k|6). (2.20)
k=1

Para el paso de Estimacidon resolvemos (2.14)). Para el caso particular de la mezcla de Gaus-
sianas, la expresion resultante es
p(@i|hi, 0)p(hi|0)

Qi<hi) :p(hi’%ﬁ) = p(xz) )

. /\kNOI'IIlmOJ,k, Ek)
- ’ (2.21)
Z AjNormg (1, 55)

Jj=1

= Tik-

En el paso de maximizacién partimos de ([2.15)), expresada para el caso que nos ocupa

n K
0 = argmg%XZZQi(hi = k) Inp(z;, h; = k|0),
i=1 k=1
(2.22)

n K
= arg mg&'xxz Z ik In (A Normy, (g, X)),

i=1 k=1

Con ello, la expresion de verosimilitud que se busca maximizar estd dada por

i=1 k=1 k=1
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Figura 2.3: Datos de potencia contra velocidad recabados durante pruebas realizadas con
alas de dos tipos de envergadura. En (a), las lineas rojas corresponden a curvas de nivel para
alas largas y los contornos azules a alas cortas. En (b) se muestra la marginal de los datos
con respecto a la potencia.
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Figura 2.5: Anélisis ROC. Esta es la curva resultante para diferentes criterios 7 de decision
para la distincion entre alas cortas y largas basadas en la potencia aplicada. El area bajo la
curva resultante es 0.75.

donde el segundo término contiene el operador de Lagrange y expresa la condicion de que
la suma de las componentes basicas debe ser igual a uno. Como es habitual, los parametros
que maximizan ([2.23) se encuentran derivando L(6) con respecto a 6 e igualando a cero. En

este caso resulta en
n

1
oL(6)/060 = ik— =0. 2.24
(000 =3 ras- 1 (224)
De esta forma se encuentra el valor del multiplicador de Lagrange como

Z?:l Tik

= — 2.25
y los valores de Ay, ux y X estén dados como [56):
Z Tik Z TikXq Z Tik(Xi — pie) (%3 — ,uk)T
Ae = KZ; Hi = %, S = = m : (2.26)

Z Z Tik Z Tik Z Tik
k=1 i=1 i=1 i=1
2.4. Aplicacién: Alas Deformables

Supongamos que se busca reducir el consumo energético de un UAV pequeno E| Para
ello se ha disenado la capacidad de modificar dinamicamente la envergadura de sus alas de

IEsta aplicacién fue desarrollada por Othén Gonzélez en su tesis de maestria[23].
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acuerdo a la etapa de la misién que le toca realizar. El objetivo es corroborar si efectivamente
es posible distinguir entre los tipos de ala Corta y Larga basados en la potencia aplicada
al UAV. Para ello, se tienen las mediciones de velocidad y potencia para ambos regimenes
ilustrados en la Figura 2.3] En la Figura [2.3(a) se ilustran curvas de nivel que expresan
la densidad de observaciones. Los contornos rojos corresponden a la clase ala Larga y los
contornos azules a la clase ala Corta. Por su lado, en la Figura[2.3(b) se muestra la marginal
de los datos con respecto a la potencia. Una caracterizaciéon de las clases se puede dar
mediante la determinacion del grado de separabilidad que existen entre las clases ala Corta
y Larga. Utilizando la implementacion del algoritmo de EM en MixTools de R. Estimamos
las mezclas de Gaussianas para los datos de ambas clases. Una visualizacion de las Gaussianas
estimadas se encuentra en la Figura [2.4]

Enseguida, utilizando las pdf de las MOGs podemos evaluar el desempeno de un clasi-
ficador para diferentes valores de umbral 7. Para ello, evaluamos el area bajo la curva que
resulta en verdaderos positivos, falsos positivos, falsos negativos y verdaderos negativos al
establecer diferentes criterios de decision. Utilizando esos valores se obtienen las tasas de
falsos positivos y verdaderos positivos requeridos para realizar andlisis ROC[62]. Lo anterior
resulta en la curva mostrada en la Figura [2.5] El area bajo la curva es 0.75.
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CAPITULO

Caracteristicas

Uno de los problemas centrales del reconocimiento de patrones es la caracterizacién de
los problemas. Las caracteristicas de un problema permiten su expresion en términos que
puedan ser calculador por una computadora. Aqui estudiamos aspectos relacionados con la
seleccion de las caracteristicas mas importantes y su ordenamiento.

3.1. Seleccion de Caracteristicas

La seleccién de caracteristicas es el problema de detectar los predictores que mejor nos
ayudan a inferir el estado del mundo. El problema es importante por dos razones importantes.
Por un lado, actualmente tenemos dispositivos que nos ayudan a capturar mucha informacién.
Sin embargo, no necesariamente toda la informacién es relevante. Incorporla en nuestro
proceso de inferencia puede resultar computacionalmente muy caro. Por otro lado, si las
caracteristicas no aportan al proceso de inferencia, en la practica estarian introduciendo
ruido que puede ser detrimental para el proceso de inferencia. Es decir, que tanto por la
eficiencia como por la eficacia es conveniente realizar la seleccién de caracteristicas.

El problema de la seleccién de las mejores caracteristicas puede sin embargo ser compli-
cado. Imaginese una base de datos D, «,, con n observaciones de m caracteristicas. En este
conjunto hay un nimero de subconjuntos igual a

N:é(z) (3.1)

que puede ser prohibitivo evaluar aun para valores de m pequenos. Por ejemplo, en un
conjunto de m = 20 caracteristicas hay 1,048,575 subconjuntos de al menos un elemento;
mientras que para m = 30, hay 1,073,741,823 de subconjuntos. Ante este panorama, se ha
buscado desarrollar heuristicas, las cuales se pueden agrupar en la seleccion de subconjuntos
de predictores, regularizacion y la reduccién de dimensiones. En este capitulo estudiamos
algunas de estas.

Sopéngase que se tiene una base de datos correspondiente a una encuesta realizada sobre
las adicciones en jovenes. La base de datos contiene 1,838 entrevistas realizadas a jévenes,
donde a cada joven se le pidié responder hasta 314 reactivos. En esta base de datos, la
atencién se centra en el consumo riesgoso de alcohol y los elementos del entorno que le
propician. En la base de datos esta variable se deriva de AUDIT-C[I1], un subconjunto de
tres preguntas del cuestionario AUDIT. Por su lado el AUDIT es un cuestionario de 10
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Figura 3.1: La base de datos sobre consumo excesivo y/o abuso activo de alcohol.

preguntas, incluido en el Drinking Practice Questionnaire (DPQ)[12]. Si bien el AUDIT fue
desarrollado para determinar consumo elevado y/o abuso activo de alcohol, se estimaba que
dada su longitud, iba a ser muy dificil su aplicacion por cuidadores primarios. El AUDIT-C
evalua la cantidad y frecuencia para decidir si un consumo dado de alcohol es abundante
y/o hay abuso activo de alcohol o dependencia en él. Dependiendo del género del sujeto, una
cierta medida de AUDIT-C asigna la categoria consumo riesgoso o consumo no riesgoso. Sin
embargo, es conveniente notar que estudios han determinado que el uso de estas preguntas
reporta un area bajo la curva de 0.891 para detectar consumo elevado de alcohol. Por su
parte, el area bajo la curva para abuso de alcohol o dependencia fue de 0.786[11]. En nuestro
estudio se quiere determinar si hay otras variables del contexto que determinen una situacion
de riesgo para el consumo de alcohol. El determinar estas variables es importante en tanto
que, una vez conocidas, uno pudiera ayudar a determinar acciones de prevencion. La edad
de los encuestados es entre 13 y 28 anos, con una media de 16.78. En la muestra hay un
53 % de mujeres y 48 % de hombres. Practicamente todos los estudiantes asisten a semestres
pares, dentro de los seis posibles, habiendo una disminucién en el nimero de participantes
conforme se avanza en los semestres (Figura [3.1)).

La Figura3.2)muestra algunos de los predictores agrupados por su relacién con el consumo
excesivo y/o abuso activo de alcohol. Considere por ejemplo, el mayor nimero de copas
completas tomadas por una persona entrevistada en los tiltimos doce meses (Figura [3.2)(c)).
Ciertamente observamos que haber tomado seis copas al mes es un fuerte indicador sobre el
riesgo de alcoholismo de una persona. Igualmente, un fuerte indicador negativo es cero copas
de alcohol en el ultimo mes. Sin embargo, hay una zona entre una y dos copas al mes en
donde hay un gran traslape. Segin la evidencia, las personas pueden haber tomado varias
copas completas por ocasion durante su vida y aun asi no presentar riesgo de convertirse
en alcohdlico (Figura [3.2(b)). Sin embargo, el riesgo aumenta significativamente cuando se
tienen episodios en donde se han tomado cinco o méas copas. Igualmente, se puede deducir
que es practicamente nula si solo se han tenido episodios en donde se han tomado a lo
mas dos copas de vino. El nimero de veces que una persona se ha emborrachado en los
ltimos doce meses es un fuerte indicador de su riesgo de ser alcoholico (Figura [3.2(x)).
Esto es practicamente cierto para cuatro o mas veces, es casi seguro para tres, pero es un
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poco incierto para una o dos veces. Hay casos en los que algunas personas se han no se
han emborrachado en los tltimos doce meses y aun asi presentan riesgo. Igualmente, hay
personas que se han emborrachado una, dos o hasta tres veces y no estan en el grupo de
personas con riesgo de alcoholismo. Esto es interesante pues destaca la complejidad de los
problemas y la tendencia natural a tomar conclusiones con pocos datos. Por su parte, el
nimero de copas completas también es un predictor importante (Figura [3.2)e)). Considere
que si se tomaron tres o cuatro copas completas, es casi seguro que se tenga un riesgo hacia el
alcoholismo. Por otro lado, si no se ha tomado copas completas es también poco, pero no nulo,
el riesgo de alcoholismo. Es interesante también el nimero de copas entre uno y dos, donde
las respuestas son dificiles de discernir. Tomar alcohol en casa de otro es un fuerte predictor
respecto al riesgo de alcoholismo (Figura[3.2|(a)). Sin embargo, el predictor tiene un grado de
confusion que no es despreciable. Los datos muestran que son pocas las personas que no han
probado alcohol en la vida (Figura[3.2|b)). Igualmente muestra que la probabilidad de tomar
alcohol y no tener asociado un riesgo de alcoholismo es bajo y aproximadamente constante.
Sin embargo, para las personas que presentan riesgo de alcoholismo, el tener un nimero de
cinco o més veces de haber probado alcohol se traduce en un incremento significativo del
riesgo. En esta visita a la distribuciones de probabilidades de los predictores dado que se
conoce que la persona tiene o no el riesgo de ser alcoholica se tienen el niimero de veces
que se ha fumado cigarro completo(Figura [3.2[f)). Aqui es notable que una buena parte
de la poblacién encuestada ha fumado cigarrillos completos. Igualmente, que el riesgo de
alcoholismo se incrementa conforma el nimero de cigarros completos fumados lo hace. Sin
embargo, en las regiones entre uno y dos cigarros completos la discriminacion es bastante
confusa. En la base de datos que se analiza se tiene un conjunto importante de descriptores
que no predictores que contribuyen poco a la distincién de riesgo/no-riesgo en consumo de
alcohol (Figura[3.2(g)-(i)). Para ejemplificar, a continuacién se muestran los predictores para
Te Felicitan, calificaciones, y a veces creo que no soy una buena persona. Es conveniente notar
como los predictores més ricos nos dan una idea sobre como separar las clases. Sin embargo,
los predictores pobres pueden llegar a ser informativos, sobre todo cuando se tratan de
ideas preconcebidas. Aqui estamos dejando que los datos se manifiesten y nos proporcionen
conclusiones sobre como las cosas son y no como creemos que son.

3.2. Algoritmo de Boruta

Boruta es un algoritmo para la seleccion de todas las caracteristicas relevantes, en contra-
posicién a algoritmos que buscan obtener un conjunto minimo, que se se construye alrededor
de la respuesta de un clasificador. Los algoritmos que aspiran a encontrar todas las carac-
teristicas relevantes parten del principio de que si bien es cierto que una caracteristica que
degrada el nivel de desempeno de un clasificador puede considerarse importante, el hecho de
que no degrade el desempeno no significa que no sea importante[49].

Boruta utiliza random forest aprovechando que la salida de ese clasificador proporciona
una medida de importancia de los predictores usados en la clasificacién. En random forest,
cada arbol es desarrollado en base a un subconjunto de muestras diferentes del conjunto de
entrenamiento[16]. La importancia asignada a una caracteristica corresponde a la pérdida
de precision en la clasificacién por la permutacién de los valores de los atributos entre los
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objetos, calculada para todos los arboles del bosque en los cuales se usa un atributo dado.
En el proceso, el valor medio y la desviacion estandar de la pérdida es calculada. El llamado
Z-score se define como el cociente entre la pérdida promedio y la deviacién estandar.

El algoritmo de Boruta esencialmente determina si una importancia relativa entre los
predictores y un conjunto de atributos extendidos que se distribuyen entre los datos. El
algoritmo funciona como sigue (Figura . Primero, se extiende el conjunto de atributos
agregando una copia de todos los predictores. Los valores de los nuevos atributos son mezcla-
dos entre los objetos con la finalidad de remover la correlacién con la respuesta. Enseguida
se ejecuta el algoritmo de clasificacién por random forest en el conjunto extendido de atri-
butos, calculandose el Z-score para los predictores. Para cada atributo de importancia que
no ha sido determinada se realiza una prueba de igualdad de dos lados[5]. Cuando se tie-
ne una importancia significativamente menor que el valor mediano del Z-score, el atributo
es considerado no importante y es removido. De forma similar, los atributos que son sig-
nificativamente superiores al valor mediano del Z-score son considerados importantes. Una
vez hecho lo anterior, los predictores que se anadieron son removidos. Los pasos anteriores
son repetidos hasta que se ha asignado la debida propiedad de importancia para todos los
predictores.

Como paso extra, si se quisieran obtener predictores altamente relevantes y descorrela-
cionados, se puede ejecutar una prueba adicional para examinar correlaciéon entre variables.

3.3. Asignacion de Pesos

En AHP (Analytic Hierachy Process) los factores que llevan a una decisién son ordenados
en una estructura jerarquica desde una meta hacia los criterios, subcriterios y alternativas.
Supdngase que se tienen n alternativas, Aq,...,A,, con pesos wi,...,w,. La matriz de
cocientes de los pesos tendrd la formal[57]

wyfwy wyfwy ... wi/wy, wy wy
wy/wy  wyfwy ... we/wy, Woy Wo
. . =N )
) ' ) 3.2
Wy /Wy Wy fwy ... wy/wy wy, wy, (32)
Aw = nw.

Una matriz con la estructura de A es llamada matriz reciproca. Notando que las hileras
proporcionales unas con otras, podemos inferir que la matriz A es de rango (rank) uno. Asi
pues los pesos w corresponden al eigenvector asociado a su unico eigenvalor diferente a cero.
Por ejemplo, supéngase que se tienen los pesos w = (1,6, 2). Asi constituido, el sistema lineal
anterior tendria la forma

11 1/6 172\ /1 1
6/1 6/6 6/2 || 6 |=3]6|.
2/1 2/6 6/6 ) \ 2 2 (3.3)
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Figura 3.3: Diagrama de flujo para el algoritmo de Boruta. El algoritmo clasifica las variables
entre importantes y no importantes basado en la comparacién de la degradacion del clasifica-
dor de las propias variables y variables sombra que se han insertado entre los predictores. Las
variables sombra corresponden a los atributos originales pero sus valores han sido mezclados
entre las observaciones.
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La anterior igualdad se mantiene si multiplicamos ambos lados por un factor de escala. Una
forma de eliminar esta ambigiiuedad consiste en restringuir w a que tenga norma uno. Esto
resulta en el vector w’ = (0.1562,0.937,0.3123).

El establecimiento de las prioridades es una tarea de gestién que define que cosas son
importantes. Para facilitar el establecimiento de la prioridades Saaty [57] establecié un pro-
cedimiento en el cual se realizan comparaciones por pares entre los indices de desempeno,
asignando un valor de importancia de uno con respecto al otro. La interpretacién del valor
de asignacién es el siguiente:

= 1, igualmente importantes

= 3, algo més importante

= 5, mas importante

= 7, mucho més importante

= 9, absolutamente mas importante

donde los valores intermedios permiten dar una valoracién mas fina de la importancia relativa.
Para asignaciones arbitrarias de las prioridades, los cocientes w;/w; no necesariamente
resulta en una matriz de rango uno. Considere el caso de la matriz

1 7 3
A= 17 1 1|, (3.4)
1/3 1/1 1

cuya descomposicién en valores singulares resulta en el producto (redondeado a las centési-
mas)

A =USVT,
0.97 0.24 0.00 7.91 0.13 090 041
=| 017 067 —0.72 0.73 —0.12 043 090 |,
0.17 0.70 0.69 0.13 098 —0.07 —0.17 (3.5)
1.02 6.93 3.16
= | 0.18 1.20 0.55
0.18 1.22 0.56

Utilizando el criterio de tomar como solucién para los pesos el eigenvector correspondiente
a valor singular mayor resulta en la siguiente aproximacion a la matriz A

0.97 1.02 6.93 3.16
A~ | 017 | (791)(0.13 090 041 )= 018 1.20 0.55 |. (3.6)
0.17 0.18 1.22 0.56

Es interesante notar que el analisis que hemos hecho al introducir valores a la matriz A
no obedece las propiedades del cociente entre rangos de valores. Por ejemplo, en la primera
hilera el valor de 7 es un poco mas del doble que el valor de 3, queriendo decir que el
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primer atributo comparado con el segundo es mas del doble de importante que el primero
comparado con el tercero. Sin embargo, en la tercera hilera, el segundo atributo parece ser
tan importante como el tercero. Lo anterior manifiesta una inconsistencia que es capturada
por la descomposicién en valores singulares. Saaty mide la consistencia como proporcional a
la diferencia entre el eigenvalor maximo calculado y el tedrico para una martiz consistente e
inversamente proporcional al valor téorico, es decir
CJ = )\méx -n

n—1

(3.7)

3.4. Establecimiento del Ranking

En el método de VIKOR[51] se busca establecer un compromiso en un proceso de decisién
de multiples criterios. El método se basa en la métrica L, definida como

ijz{Z( || }C*_j}i ||>} , (3.8)

donde j corresponde a cada alternativa e ¢ corresponde a los indices de desempeno. Por su
lado, f; vy f;” corresponden a las mejores y peores valores del indice de desempeno, f;; es el
valor del indice 7 para la alternativa j y p puede tomar algun valor entre 1 e co. El método
de VIKOR calcula los indices S; y R; asociados con la ttilidad grupal méxima y el minimo
rechazo individual de las alternativas, respectivamente. Los valores corresponden con Ly y
L. Estos valores son calculados como

Nty
=2\

R, = max( f* fzz) (3.10)
-
Es decir, el valor S; recoge la suma de las diferencias de los atributos respecto al valor
méximo para ese atributo, mientras que R; recoge el atributo mds diferente. En ambos
casos, las variables son normalizadas para dar valores entre cero y uno.
Enseguida, con los valores de S; y R; se calcula un valor de compromiso (); entre las
estrategias grupales e individuales, sesgadas por un valor de peso v como

S; — §* R, — R*

donde nuevamente R y S;, y R} y S}, corresponden a los valores mds altos y més bajos de
las medidas S; y R;, respectivamente.

El ranking se obtiene ordenando decrecientemente S, R y (). La alternativa d es seleccio-
nada como la mejor si se cumple que

Qa) = Q(d) = 1/(J — 1), (3.12)
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Cuadro 3.1: Ejemplo de alternativas y atributos. Supéngase que se tienen cuatro alternativas,
cada una de ellas caracterizada por tres atributos. El problema es ordenar las alternativas

por orden de importancia.
alternativas

1 2 3 4
a 050 0.25 0.50 0.37
b 051 0.69 0.33 0.34
c 172 1.33 1.03 2.00

atributos

donde J es el nimero de alternativas y a es una alternativa, y si el proceso muestra suficiente

estabilidad al tener d mejor valor de R y .S que a.
Para ilustrar el esquema anterior, supéngase que se tienen las alternativas y atributos

descritas en la Tabla |3.4] y los pesos resultantes del ejercicio en la seccién anterior.
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Parte 11

Clasificacion y Regresion
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CAPITULO

Clasificacion

Ahora enfocamos nuestro interés a las tareas de aprendizaje supervisado e inferencia, tal
como se ilustra en la Figura . Dado un conjunto de datos muestrales {x;, w;}, nuestro
problema consiste en encontrar el valor del estado del mundo w para un dato observado x*.
Cuando el valor de w se da en valores continuos tenemos un problema de regresion. Aqui la
cuestion principal consiste en realizar el ajuste de los datos a una curva que tomamos como
modelo del mundo. Con ello, el propdsito es determinar el valor del estado del mundo para
un cierto valor x*. Cuando por el contrario, w toma valores discretos tenemos un problema
de clasificacion. En este sentido la cuestién es la asignacion de x* a una clase.

Asi pues, los componentes de nuestro problema son por un lado un modelo del mundo
p(W|x) que nos proporciona el valor del estado dada una observacién x. Por otro lado,
tenemos un algoritmo de aprendizaje, el cual puede ser discriminativo o generativo. En el
modelo discriminativo p(w|x), tenemos una expresion que nos dice como se relaciona el estado
del mundo con las entradas. En el modelo generativo p(x|w), definimos una relacién que nos
dice como se producen los puntos que observamos dados estados particulares del mundo.
En el modelo discriminativo debemos obtener los parametros 6 que ajustan el modelo para
relacionar de la mejor manera los datos x con el estado del mundo w. En el modelo generativo
incorporamos conocimiento del mundo en forma de priors. El dltimo componente de nuestro
sistema de solucién es el modelo de inferencia p(w|x, 8), mediante el cual podamos saber el
valor del estado w a partir de los datos x y los parametros aprendidos 6.

A continuacién exploramos ejemplos de procesos de clasificacion con modelos discrimi-
nativos y generativos. El problema de la clasificacién consiste en asignar la pertenencia a
una clase w, dentro de un conjunto discreto {1,..., K}, a una observacién x. Siguiendo con
la aproximacién que hemos desarrollado en el curso, nos interesa obtener la probabilidad de
una cierta clase dada una observacién p(w|x).

Estas notas estdn basadas en el libro de Simon Prince[56].

4.1. Modelo Discriminativo

Para ejemplificar el desarrollo de clasificadores binarios lineales, nos situamos en el es-
cenario en donde hay una aeronave no tripulada que necesita distinguir entre el cielo y la
tierra. Para ello, vuelos anteriores han tomado imagenes, las cuales han sido cuidadosamente
marcadas para distinguir entre ambas clases. Un ejemplo de estas imagenes se encuentra en
la Figura En total se tienen 12,389 de estas imagenes. Las iméagenes tienen diferentes
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Figura 4.1: Cobertura de cielo. Algunas imagenes no contienen porciones de cielo, algunas
otras no tienen porciones de tierra. En general, si ordenamos por porcentaje de cobertura
tenemos la expresion dada por la curva.

proporciones de cobertura de cielo/tierra, tal como lo ilustra la Figura . Para este ejercicio
caracterizaremos los pixeles de la imagen por su color. Para ello, la representaciéon RGB sera
cambiada a La*b*, pues hay algunos estudios que parecen indicar que este espacio de color
mapea la percepcién humana a un espacio con una métrica Euclidiana[l5]. Para ello, las
imagenes primero pasadas a través de un filtro bilateral[68], el cual reduce el ruido tomando
en cuenta tanto la distribucion espacial como el rango de representacion de los colores. Para
ganar un poco de intuicion respecto a la clasificacién que realizaremos primero observamos
la distribucién de las bandas de color para todas las imagenes. Para ello, obtenemos el his-
tograma normalizado para cada una de las bandas de color por separado. El resultado se
muestra en la Figura[4.2(a)-(c). Debido a esta separacion, escogemos hacer nuestra clasifica-
cién sobre las bandas L y b¥*, dejando de lado la banda a*. En la Figura [1.2(d) se muestra
la representacion de las bandas Lb*.

4.1.1. Error Minimo de Clasificacion

En una funcién de densidad de probabilidad (pdf) como las que se presentan en la Figura
4.2(a), la divisién éptima se da en el punto central en donde ambas pdfs tienen el mismo
valor. Para ver por qué note que la probabilidad de cometer un error p. es igual a la suma
de los errores de clasificar erroneamente un dato. Es decir, supéngase que en un problema se
tiene la posibilidad de escoger un valor zy € R que distinga dos clases (ver Figura . Esto
genera dos regiones Ry y Ry sobre las clases w; y ws respectivamente. El error de clasificacion
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Figura 4.2: Histogramas normalizados para las bandas de color en el modelo La*b*. Notese
que mientras que sobre la proyeccién en L y en b* hay una cierta distincion entre las clases,
la distincién sobre a* no lo es tanto.

puede definirse como[66]

Pe = p(x € Ry, w1) + p(x € Ry, ws). (4.1)

Es decir, un error es que, al establecer un criterio de clasificacién xg, un punto quede en
la regiéon R, siendo que el punto pertenece a la clase w; o alternativamente que el punto
quede en la regién R; cuando pertenece a la clase ws. Aplicando probabilidad condicional
las expresiones pueden cambiar a

Pe = p(x € Ro|wy)p(wy) + p(x € Ry|wy)p(ws). (4.2)

Alternativamente, tomando en consideracion las regiones

Pe = p(wy) /R2 p(z|wy)dz + p(ws) /R1 p(z|ws)dz. (4.3)
Aplicando la regla de Bayes tenemos
pe = p(w1) /R p(wi|z)p(z)/p(wi)dx + p(ws) /R p(we|z)p(x)/p(ws)dz, (4.4)
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la cual puede simplificarse a

mzAMWMMW%ApmmmMm (4.5)

Para continuar avanzado, hay que notar que la probabilidad de la clase w; puede evaluarse
como

plwr) = /R plwila)p(e)de + /R plwr|2)p(e)dz, (4.6)

de donde podemos obtener la expresion

| ptwleipte)ds = pw) - [ plnfop(ds (4.7)
R2 Rl
Sustituyendo (4.7) en (4.5]) tenemos

pe=pw)~ [ plwnfolp()de+ [ pluslolp)ds = pluw)~ [ (plwsle) -plusfe)p()ds
Ri R Ry

(4.8)

Una derivacién similar puede llevarse a cabo con p(ws), partiendo de la expresién equivalente

a (4.6]), para llegar a la expresion

1

pe=plwn) + [ (0(unfo) — plusfe) () (1.9
Ro

Igualando (4.8)) y (4.9) llegamos a la conclusién que el error minimo se da cuando p(w;) =
p(ws). Con ese antecedente, la localizacion de la posicion del minimo se facilita, pues podemos
construir la relacion

[ stz = [ pluslo)p(ods (1.10)

R R

de tal manera que el objetivo se convierte en maximizar el cociente

plw|z)p(r) _ p(w, )

plws|z)p(z) — plws,z)’ (4.11)

En el caso de la Figura [£.3] donde tenemos dos Gaussianas. El cociente que se quiere

resolver estd dado por

plwy,x)  wNorm,(uy,0)
p(wy,x) (1 — m)Normg(ja, o)’ (4.12)

En general, es posible probar[58], que para espacios con caracteristicas x, la relacién

p(wq,X) mNormy (1, %)
= , (4.13)
p(wa,x) (1 — m)Normy (g, X)
puede resolverse en
m{m} = 0"x + 0y, (4.14)
p(w27 X)

donde 6 contiene los pardmetros y 6y es un término conocido como bias.
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Figura 4.3: Clasificacién erronea. Una vez establecido un criterio de clasificacién, el error de

clasificacion es la suma de los errores de asignar a la clase equivocada.

4.1.2. Regresion Logistica

El cociente en (4.14]) puede ser representado expandido usando marginzalizacion. Esto
resulta en una expresién en términos de condicionales, tal como (haciendo un abuso de

notacién agregamos un uno a x y absorbemos 6, en )

PR | plunb)

plwa|x)p(x) p(wslx)

o de otra forma, usando propiedades de los logaritmos, tenemos

PR
plr )

Aplicando exponenciales en ambos lados de la ecuacién, tenemos la expresion

o alternativamente
plusfx) = (1= plwn,x)) = plwr[x) exp(—07x).
Resolviendo para p(wq, X) tenemos

1

P = o = 9(0.),
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Figura 4.4: Funcién sigmoide. Entre los usos que esta funcion tiene es la establecer un mapeo
entre el conjunto de los reales y valores entre cero y uno. Note que en los extremos la densidad
de puntos es menor, haciendo que las cotas varien menos cuando cambia el argumento.

la cual es conocida como funcién sigmoide (ver Figura . La funcion sigmoide mapea
valores en el rango (—oo, 00) al rango (0,1). En general encuentra gran aplicacién en areas
tan diversas como las redes neuronales, el mapeo no lineal, y el estudio de crecimiento
poblacional, entre otras.

Con lo anterior podemos entonces definir una funcién de ML para el proceso que nos
permita distinguir entre las clases cielo y tierra. Este proceso puede ser descrito por una pdf
Bernoulli tal que

n n

L(w) = [ [ p(wilx;) = [T 9(0.%)"(1 = g(6,%))" . (4.20)

i=1 =1

Aplicando logaritmos sobre (4.20)) llegamos a la expresion
InL(w) = > w;Ing(f,x) + (1 — w;) In(1 — g(6,x)). (4.21)
i=1

Para obtener los pardmetros 6 derivamos (4.21)) e igualamos con cero. La derivada resulta
en la expresién

9n L(w) /00 — ; {g(;ﬂ,ix) Vog(6,%) — (1 — w»%} | (4.22)
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donde el gradiente de g(#,x) resulta en

Vag(0%) = o 20— 60,301~ 16, %) (123)

Sustituyendo (4.23]) en (4.24)) tenemos

N s — (1 2O 9(6,3)
()00 = 3| St o011 o0 — (1 —w) WO RE AT

Simplificando, llegamos a la expresion

} o (4.24)

dln L(w)/060 = Z {(w; — g(0,%x))x}, (4.25)

el cual puede ser resuelto mediante gradiente ascendente como
0 =60+nVylnL, (4.26)

donde V es una constante de aprendizaje. El resultado de la clasificaciéon se muestra en
la Figura Los valores de 6 para el clasificador son ¢; = 0.086, ¢, = —0.1315, y la
interseccién con el eje ¢g = —5.20.

4.2. Modelo Generativo

Dada la expresion sobre la asignacién de una clase w a una observacion x, dada por

p(x|w)p(w)

pat (4.27)

p(wlx) =
en el modelo generativo comenzamos con la expresién de la verosimilitud p(x|w). A ella, le
incluimos conocimiento a prior: sobre el estado del mundo y normalizamos por la evidencia
p(x). En particular ahora estamos interesados en problemas en donde hay dos clases. En esas
condiciones la expresion anterior toma la forma

pixulp(e .

PR = Lo = 0)p(w = 0) + plxlw = Dp(w = 0)

4.2.1. Distribuciones de Probabilidad Marginales

Regresando a nuestro problema de deteccién de las clases Cielo y Tierra , notamos que
la variable aleatoria L puede ser aproximada por una funcién Weibull, tal como visualmente
se puede apreciar en la Figura 4.9, Para la clase Cielo , los pardmetros de forma y escala
tienen valores 4.46 y 78.93, respectivamente. Correspondientemente, la clase Tierra tiene
parametros de forma y escala con valores 1.23 y 26.32, respectivamente. Con respecto a la
componente b, hay varias posibles distribuciones. Después de varias posibilidades una que
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Figura 4.5: Resultado del Clasificador. Una linea se despliega para distinguir las clases cie-
lo/tierra a partir de la informacién L y b*, en la representacion de color CIELab.

parece apropiada podria ser la Gaussiana sesgada, pues tiene soporte en el rango de los
numeros reales y sigue aproximadamente la distribuciéon de datos. Su forma analistica esta
dada de la siguiente manera. Primero, sea la forma normalizada de la Gaussiana (media cero
y desviacién estdandar uno) dada por

1
¢(x) = N

y su distribucion acumulada esta dada por

(z) — /_ OO o(1)dt — % (1 4 rf (%)) | (4.30)

Con esas definiciones la pdf Gaussiana sesgada estd dada por la expresion

f(z) =2¢(x)P(ax). (4.31)

Si aplicamos la transformacién de localizacion y escala x — (x — £) /w, la funcién de proba-
bilidad puede ser escrita como

f(z) = %¢ (x — 5) o (ax — 5) . (4.32)

W W

exp (—2%/2) , (4.29)

En el caso de nuestro problema el ajuste de los pardametros por ML (ver Figura [4.10|) resulta,
para la clase Cielo en los valores de localizacion &, escala w y sesgo «, -17.13, 14.63 y -0.9
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respectivamente. Correspondientemente, la clase Tierra tiene parametros de localizacion,
escala y sesgo 1.44, 7.85 y -0.57, respectivamente.

Como vemos, aun cuando el ajuste de las marginales es satisfactorio, no existe una pdf
conjunta que describa el comportamiento complejo de los datos. La siguiente seccién trata
sobre una herramienta que permite el manejo de la interaccion a partir del conocimiento de
las marginales y su correlacion.

4.2.2. Modelado Multivariable con Cépulas

La funcién acumulada de probabilidad (cdf) de una pdf es la acumulacién de los valores
de probabilidad de un rango inferior hasta el punto de interés. Esta se define, para una
variable aleatoria continua, como

P(z) = / p(t)dt. (4.33)
Para p dimensiones, la cdf se define como
P(xq,...,zp) =Pty <mq,....t, <xp). (4.34)

Por su naturaleza, una cdf es una funcion monoténicamente creciente. Esto es muy relevante
porque para funciones continuas, sin intervalos en donde la probabilidad sea cero, implica
que la inversa de la cdf existe. Una propiedad interesante es que si se tiene la cdf y se quiere
obtener valores de su correspondiene pdf, basta con obtener muestras aleatorias de la distri-
bucién uniforme y evaluarlas en la inversa de la cdf. Es decir, si x es una variable aleatoria con
pdf arbitraria y correspondiente P y u es una variable aleatoria con pdf uniforme, entonces
la siguiente relacién se cumple

u="Px). . v=P"(u). (4.35)

En 1959, Sklar[61] planteo que la probabilidad conjunta P(zy,...,x,) podia estimarse a

partir de las distribuciones marginales y la relaciéon entre ellas, a lo que llamo6 copula. La

copula C' es una funcion de distribucion acumulada en términos de las variables aleatorias.
Una cépula puede ser definida como

Clug,...,up) = P(xy,...,2,)
(4.36)
= PP ()., P, ()

donde P; corresponde a la marginal de la i-ésima variable. La pdf de la copula puede ser

calculada derivando con respecto a las variables u4, ..., u, y suponiendo independencia como

OC(ur,..ywy) _ OP(P (wr), .. Pyt (uy)) OP (wr)

8“1 (9u1 81,61
PC(ur,...,uy)  OPTMup) PP(Py (w), .. Py (uy) 0P, (us)
8u18u2 n 8U1 8u18u2 (‘9u2 (437)
p(xy, ..., xp)
c(uy,...,u = =5
() 7 pla)
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donde finalmente, la conjunta p(z1,...,z,) estd dada por

p

p(x1, . xp) = c(ug, ..., up) Hp(xl) (4.38)

=1

La importancia de es que la copula puede ser obtenida independientemente de los
datos, suponiendo algin tipo de relacién entre las variables. Algunas de las cépulas mas
comunes incluyen las elipticas, las cuales corresponden a densidades de la forma ¢(t) =
U(t73t)[55]; v las Arquimedas, populares porque permiten establecer la asociacién entre las
variables usando un solo parametro.

Un ejemplo de una cépula eliptica es la cépula normal, la cual puede definir como

Clur, ... uy) = s (¢ (w), ..., 07 () (4.39)

donde ¢ es la cdf de una distribucién normal y ¢y es la cdf de una distribucién conjunta
multivariable con pardmetros ¢; *(u;).
En general, las cipulas Arquimedeas estdn dadas por la férmula general

C(uy, ... aup) = 90_1 (@(ul) + Sp_l(up)) ) (4.40)

donde ¢ puede estar definida como

(> —1 Clayton,
exp (at) — 1
In ———=——  Frank
p(t) = " exp (at) — 1 res (4.41)
(—Int)* Gumbel.

4.3. Regresion Logistica

Siguiendo la notacién ilustrada en la Figura [4.6) una linea recta puede ser definida por
la ecuacion

ar +by — ¢ = 0,
a
(zy =1){ b ] =0 (4.42)
c
x'0 = 0,

donde si imponemos la restriccién de que Y1 | ¢7 = 1, ¢y es la distancia entre el origen y
la linea recta. En esta interpretacién, para un punto cualquiera en el espacio x, el producto
x70 es la distancia con signo a la linea recta. Entre mayor sea el niimero se encontrardn més
arriba y entre menor se encontrara mas abajo. En términos probabilisticos esta nocién puede
ser capturada por la curva sigmoide, la cual puede ser definida como

p(x|0) = 1= expl(_XT9>. (4.43)
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Figura 4.6: Una linea recta es el lugar geométrico en donde a’x = 0. Por ejemplo en esta
ilustracién con a = (¢1, g2, ¢o)T, x = (z,y,1)T. Puntos donde a’x; > 0 se encuentran en la
parte superior y alternativamente a’x, < 0 se encuentran en la parte superior. Imponiendo
la restriccion @3 + ¢3 = 1, ¢ es la distancia entre el origen y la linea recta. La nocién de
distancia en un marco acotado a cero y uno puede ser capturado por la curva sigmoide. Entre
mayor sea el nimero mas cercano sera a uno. Alternativa,ente entre menor la distancia mas
cercano sera a cero.

La distincion que resulta de esta evaluacion da pie a la clasificacién dada por la expresién
p(wlx, ) = X\(1 — \)'™ = Bern,,(\), (4.44)

donde X = sig (—67x).

Dado un conjunto de observaciones y etiquetas de la forma {x;, w}!_,, los pardmetros de
la mejor linea que separa las clases puede ser obtenida maximizando la expresion

I

pwlX,¢) = T A" (1 -2,

=1

! 1 vl exp (—¢Tx;) s

B E 1+ exp (=%} ¢) 1+ exp (—x70) ’ (4.45)
I

= H Bern,,, (sig(x! ¢)).

=1

La forma estandar de obtener los parametros es aplicando logaritmos para simplificar la
expresion, derivando con respecto a las variables de interés, igual a cero y resolver para las
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incognitas. La ecuacién para minimizar, después de aplicar logaritmos, podria tener la forma

B I | 1 o exp(—quXi)

=1

_ i {—wiln (1 +exp (—x70)) + (1 —w;) (—6"x;, — In (1 +exp (—x7¢)))},

= L_(¢’X7 w). ( )
4.46

Después de alguna manipulacion algebraica, la primera derivada resulta en la expresion

I

OL(OIX, w)/06 =~ (1 - expl(_XT 5 wz) x. (4.47)

Para resolver el valor de los pardmetros ¢ que maximizan esta expresion, Prince[50] plantea
el uso de el método de Newton, el cual requiere un esquema iterativo donde el valor nuevo
se obtiene a partir del valor anterior, tal como

¢ = ¢+ a (0°L)8¢%) " OL/D. (4.48)

donde « es un parametro de aprendizaje que se utiliza para determinar la magnitud del paso
que se dara en cada iteracién. Para obtener la segunda derivada de L con respecto a ¢, el
Hessiano, derivamos (4.47)) con respecto a ¢. Esto da como resultado la expresién

I

2 2 1 ex —X;T(Zﬁ T
OLlOIX, w)/06" == (1 T exp (—x?qﬁ)) (1 + Sx(p (—x?)@) X (44)

i=1

El Algoritmo 1| presenta el pseudo-codigo para el célculo de los parametros del hiperplano
que mejor distingue dos clases usando regresion logistica.

4.4. Regresion Logistica Bayesiana

La regresion logistica Bayesiana reconoce la incertidumbre que se tiene en la estimacion
de los pardametros ¢ y busca cuantificarla. Para ello, se define la medida de incertidumbre

(WX, 9)p(¢)

p
p(o|X, w) = DwX)

(4.50)

donde en la seccién anterior se ha definido p(w|X, ¢) = Bern,(sig(¢7x)) y a falta de algo
mejor se define el prior p(¢) por Normy (0, ogI). Dado que la verosimilitud y el prior no son
conjugados, no hay solucién cerrada. Prince[56] propone utilizar 1o que es conocido como la
aproximacién Laplaciana del posterior. Supéngase que 6 es la posicién del maximo para una

48



Llamada: ¢ < Regresién-Légistica (X, w)

Entradas: Los datos X = (x1,...,xy)7 y las etiquetas w = (w1, ..., wy).

Salidas : Los valores de los parametros ¢ que definen el hiperplano que mejor
distingue las clases.

// Inicializa las variables
bold < Po; @ < ap; ¢ < FALSE;
while ¢ = FALSE do
// Inicializa acumuladores
g < 02x1; H < 025 ;
// Calcula el gradiente y el Hessiano
for i + 1 ton do
// Calcula el sigmoide
A — ! :
s
// Actualiza el gradiente y el Hessiano
g g+ Mx; He H+ M1 - N)xx/;
end
// Actualiza el valor de ¢
Pnew < ¢g1q +oH 'g;
// Verifica convergencia
¢ = (|pnew — @14l < €);
// Continua iterando
Pold € Pnew;
end

Algorithm 1: Algoritmo para la estimacién de los parametros de regresion logistica.

pdf. Entonces, 6 es también la posicién del méximo para el logaritmo de esa pdf, ¢(6). Esta
funcién puede expandirse en términos de la serie de Taylor como[67]

A A 1 A9
9(6) ~ q(0) + (6 — 0)d(6) + 5(6 — 6)*d(6),
A 1 A9 .
= 4(0) + 0+ 5(0 = 0)°4(6), ( pues 4(6) = 0),
1 R (4.51)
=t (0 0%i(6),
)2
= K + u,
202
donde & =0y b= —(G(0))"" (4(A) < 0 pues § estd en el maximo ).
Para obtener el valor 6ptimo de los parametros ¢ hay que evaluar la expresion
I
p(w|X, ¢) = [ [ plwilxi, ¢)p(6). (4.52)

i=1
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Llamada: < p, Y >« Regresién-Légistica-Bayesiana-Aprendizaje (X, w)

Entradas: Los datos X = (x1,...,xy)7 y las etiquetas w = (w1, ..., wy).

Salidas : Los valores de los parametros p y 3 que definen la distribucién de
probabilidad posterior sobre los parametros ¢.

// Inicializa las variables
bold < Po; @ < ap; ¢ < FALSE;
while ¢ = FALSE do
// Inicializa acumuladores
g < 02x1; H < 0255 ;
// Calcula el gradiente y el Hessiano
for i < 1 ton do
// Calcula el sigmoide
A ! ;
L+ exp (—x{¢)’
// Actualiza el gradiente y el Hessiano
g g+ Mx; He H+ A1 - N)xx/;
end
// Incluye el bias
g g—o¢fop;, HeH—1/07;
// Actualiza el valor de ¢
Pnew < ¢o1q + oH 'g;
// Verifica convergencia

¢ < (|pnew — ¢g1ql < ©);
// Continua iterando

Pold < Pnew;

end

// Obtén los parédmetros de la aproximacién de Laplace al posterior
f 4= ¢new; L+ H™;

Algorithm 2: Algoritmo para la estimacion de los parametros de la aproximacion
Laplaciana del posterior en regresion logistica considerando la incertidumbre en la
obtencion de los parametros del hiperplano.
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Aplicando logaritmos para simplificar la expresién, tenemos

Inp(w|X, ¢) = L(¢|X, w) = Z{lnpwlb(“ )+ Inp(d)}. (4.53)

Para encontrar la posicion del maximo derivamos, igualamos a cero y resolvemos para los
términos de interés. En este caso, el gradiente y el Hessiano resultan en las ecuaciones[56]

! 1
OL(G|X,w)/0p == (1 s wi) X; — % y (4.54)

i=1 p

O 007 = - i ( : ) = (% ) il — = (4.55)
) — 1+ exp (—X?gb) 1+ exp (_XZT¢) iX; ok ]

p

Un esquema iterativo de solucion basado en el método de Newton nos proporciona los
parametros ¢ y los resultados parciales de gradiente y Hessiano. Este esquema se presente
en el Algoritmo [2l Con ello, la aproximaciéon Laplaciana al posterior permite obtener los

parametros
) 2L\
— E _ — _—
p=¢y ( 5 d)g)

Para inferir la etiqueta de una nueva observacion evaluamos la marginal con respecto a
los parametros del hiperplano ¢, tal que

(4.56)

=0

p(w|x*, X, w) = / p(w|x*, §)p($X, w)do,
- / p(w|x*, )q(8)dd, (4.57)

= / Bern,, (sig(¢” x))Normg (1, 2)dg.

Para facilitar la evaluacién de la integral, Prince[56] propone realizar el cambio de variable
a = ¢Tx. En una Gaussiana, el cambio de variable y = Ax + b sobre una pdf Norm, (z, 3)
resulta en la pdf Normy (A +b, AXAT)[56]. En nuestro caso, la pdf Normg(u, X) se trans-
forma en Norm, (x* 11, x*7 2, x*). Con este cambio de variable la integral puede representarse
y aproximarse[56] como

p(w|x*, X, w) = / p(w*|a)p(a)da,
1 (4.58)

1 +exp (—MQ/W) |

~
~

con i, = u'x* y 02 = x*Tox*,
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4.5. Regresion Logistica no Lineal

El esquema desarrollado previamente puede ser extendido a problemas donde la frontera
de decision debe tomar una decisién no lineal. Para ello, una estrategia consiste en pro-
yectar las caracteristicas originales a espacios no lineales de mayor dimension utilizando la
transformacion z = f(x). Es decir, la probabilidad de observar un estado particular w puede
expresarse como

p(w|x, ¢) = Bern,, (sig(¢” z)) = Bern,, (sig(¢” f(x)). (4.59)

Algunas de las formas que la funcién f(x) puede tomar incluyen

T

» la funcién escaldén: z, = Escalén(a’ x), que es cero para valores del argumento menores

que cero y uno en otro caso,

= la funcién arco tangente: z;, = arctan(a’x), y
» la funcién Gaussiana: zp = exp <—/\i0(x —ap)t(x — &k)>,

donde 2, es la k-ésima entrada de z y {a}X, son direcciones de proyeccién. De esta forma,
si el conjunto de pardmetros se forma con las variables 8 = (¢7, aT ... ok)T, el gradiente y
el Hessiano para obtener su valor 6ptimo, por el método de Newton, se forman mediante[50]

1

G = 2 (w—sia) G v (4.60)
o == { bista i) - ) G — s G (e

=1

donde a; = ¢"f(x;).

4.6. Formulacion Dual de la Regresion Logistica

De forma similar a la regresién, la formulaciéon en base a las caracteristicas puede ser
formulada en términos de las observaciones. Para ello, los pardametros son representados en
términos de combinaciones lineales de hileras de X tal como

¢ = X, (4.62)

donde 1 es un vector de I x 1. De esta forma el modelo de regresion lineal puede representarse
como

p(w|X, ) = HBernwi (sig(¢”x;)),
w (4.63)

I
= H Bern,, (sig(¢" X"x;)).

=1

52



Para aprender los parametros 1) podemos seguir el procedimiento de ML o si nos interesa
introducir la incertidumbre de los pardmetros mediante una formulacién Bayesiana. En el
primer caso aplicamos logaritmos, derivamos con respecto a los parametros, igualamos a cero
y resolvemos para los parametros. Como en el caso primal, los parametros se obtienen por
el método de Newton. Para ello, el gradiente y el Hessiano corresponden a[50]

- Z (sig(ai) — wi) Xy, y (4.64)

=1

oL _
oo
I

= > (sigla) (1 - sig(a) X xxX. (4.65)

=1

0*L
0¢?
Para la formulacion Bayesiana nos interesa obtener

oI, w) = P ), (1.66)

donde a falta de algo mejor se define el prior p(1) por Norm, (0, O’;I). Dado que la verosi-
militud y el prior no son conjugados, no hay solucién cerrada. Prince[56] propone utilizar lo
que es conocido como la aproximaciéon Laplaciana del posterior, tal que

p(¥[X, w) ~ q(¢) = Normy (p, X). (4.67)

Como en el caso primal, se requiere evaluar el gradiente y el Hessiano, cuyas expresiones
estan dadas por[h0]

I

g_z == Z (sig(a;) — wy) X'x; — fracyos, y (4.68)
=1
0L ! 1
g7 = — 2 (sig(a) (1 - sig(a)) X xx/X - . (4.69)
i=1 p

Con ello, se tiene que

. AN
uzwyfi:—(g—w) (4.70)

Y=y

Para inferir la etiqueta de una nueva observacion se sigue un procedimiento similar al de
la formulacion primal en donde evaluamos la marginal con respecto a los parametros 1, tal
que

p(w|x*, X, w) = / p(w*|a)p(a)da,
1 (4.71)

1 +exp (—m/W) |

~
~

con i, = u'XTx* y 02 = x*TXEXTx*.
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4.7. Regresion con Kernels

La formulacién dual permite la expresion de la regresion logistica no lineal en términos
de productos punto. Esto nos permite introducir de forma natural los kernels, toda vez que

estos representan la operacion
k(xi %)) = 2] 2, (4.72)
donde z;, = f(x;) es la proyeccién del punto x; a un espacio no lineal multidimensional. De

esta forma el modelo de regresién no lineal puede representarse como

I
p(w]X, ) = [ [ Berny, (sig(¢" X x;)),
=1 (4.73)

= H Bern,,, (sig(v" K (X, x;))),

donde K(X,Y) representa la matriz de m x k resultado de proyectar a espacios multidi-
mensionales no lineales y realizar el producto punto entre los vectores de las matrices X,,x.m
vV Y ,uxk- De forma andloga, la solucion debera encontrarse por el método de Newton. Para
ello, las expresiones del gradiente y del Hessiano se convierten en [50]

= (sigla;) —wi) K(X, %), y (4.74)

i=1

oL _
dp

Z—dj = - Zsig(ai) (1 —sig(a;)) K(X, x;) K(x;, X). (4.75)

Tal como anteriormente, las funciones que cumplan con el teorema de Mercer pueden ocu-
parse como kerneles.

4.8. Clasificacion con Vectores Relevantes

La técnica de clasificacion mediante maquinas de vectores relevantes (RVM) sumariza los
conceptos de clasificacién légistica no lineal mediante el uso de kerneles. Incluye el uso de
priors para los parametros ¢ que promueven soluciones dispersas, la aproximacién de Laplace
al posterior, el uso de variables auxiliares para los parametros y la solucién iterativa del
método de Newton a la representacion por kerneles de la formulacién dual. Para comenzar,
se identifica un prior sobre los valores de los parametros i) que promueva una solucién
dispersa. Prince[50] propone lograr esto mediante el uso de la siguiente expresién

p(Y) = H Study, (0,1, v). (4.76)

donde Stud(0, 1,7) es una funcién de distribucién Student de media cero, covarianza uno
y grados de libertad v. Para los propdsitos siguientes sera 1til la interpretacion de la pdf
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de Student como la suma del producto entre una distribucion Gamma y una Normal. Lo
anterior queda expresado como

w0 =11 / Normi (0, 1/h:)Gamy, (v/2, v/2)dh;, (4.77)

donde h; es un hiperparametro que se define para cada una de las observaciones. Dado que
la Gaussiana es separable, podemos conjuntar los efectos de las multiplicaciones en un solo
factor como

p() = /Norm¢(0,H_1) HGamhi(V/Q,V/Q)dhi, (4.78)

donde H contiene las variables {h;}/_, en su diagonal. La caracteristica esencial del ajuste
es la asignacion de un hiperparametro a cada peso o funcién base de tal forma de promover
una solucién dispersa.

La probabilidad de observar un valor particular de w puede evaluarse mediante la si-
guiente marginal

p(w|X) = / p(w|X, ©)p()dy,

I I
_ / T] Bern, (sig(67K (X, x,)) / Normy (0, H) [ Gamy, (v/2, v/2)dHdy,
=1 =1

= / / HBemwi(Sig(l/’TK(XaXi)>N0rm¢(0,H_l)HGamhi(V/Zu/Z)dew.
- o (4.79)

Tal como anteriormente, los primeros dos términos son aproximados por una normal con
media p y covarianza X de la aproximacion de Laplace. Para los dos términos de la expresion
anterior esto resulta en

Jatwas = a [ (<50 - W= =) v,

= q(u)(29)2|| |2,
Con esta operacién (4.79)) se convierte en

(4.80)

p(w|X) = /H(qu)D/Q||E||1/2Bernwi(sig(uTK(X,xi))Normu(O,H_I)Gamhi(u/Q,V/Q)dH.
Z (4.81)

La expresion anterior es dificil de evaluar. Sin embargo, una buena aproximacion es obtener
su valor maximo. Es decir, se busca la aproximacion

I
p(w|X) = m}z}x (H(2¢)D/2||E||1/2Bernwi(Sig(,uTK(X,Xi))Normu(O, H Y Gamy, (v/2, 1//2)) .
i=1

(4.82)
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Dado que el término H no se encuentra en la distribucion Gam, la funcién de verosimilitud

puede ser
I

L= Z In (Bern,, (sig(1"K(X,x;))) + In (Norm,, (0, H™")) . (4.83)

i=1
Para obtener el valor de ¢ por el método de Newton se obtienen las expresiones para el
gradiente y el Hessiano, las cuales estdn dadas por[50]

1

g_i - Z (sig(a:) — wi) K(X,x;) — Hy, y (4.84)
g_wL? = = D_sig(a;) (1 —sig(a:)) K(xi, X) — H, (4.85)

donde se tiene que

. AN
uzwyﬁz—(a—w) (4.86)

v=y
En forma similar al Algoritmo|3] las variables auxiliares se obtienen de forma iterativa usando

la expresion
(1 — hsz + V)

pi +v

h; = . (4.87)

Finalmente, para hacer inferencia se resuelve la expresién la aproximacién[50]

i Xow) = [ plulalp(a)da
1 (4.88)

1+ exp (—m/x/W) |

con g = uTK(X, x*) y 0 = K(x*, X) XK (X, x*).

Q

4.9. Evaluacién del Desempeno

Para poder clasificar un pixel requerimos evaluar la expresion (4.43) para valores de x.
Enseguida, tenemos que establecer un criterio de clasificacion 7 tal que la siguiente decisién
pueda ser tomada:

tierra otro caso.

£(x) = { cielo  p(wy|x) > T, (4.89)

Cada vez que se tomamos una decision con respecto a una clase w; puede ocurrir lo siguiente.
Puede ser que asignemos el pixel x a la clase w; y que por otro lado el pixel sea efectivamente
de la clase wq. En ese caso estamos ante la presencia de un verdadero positivo. Por otro lado,
puede ser que asignemos el pixel x a la clase wy y pero que el pixel no pertenezca a la clase wy .
En ese caso estamos ante la presencia de un falso positivo. Inversamente, puede ser que no
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Cuadro 4.1: Matriz de Confusién. La matriz de confusiéon sumariza los posibles resultados
de tomar una decisién sobre la pertenencia de un elemento x a una clase w. Las hileras
corresponden a la decisén que tomamos. Las columnas corresponden a la verdadera clase de
X.

X es tipo w x es tipo w
x es tipo w Verdadero  Positivo Falso Positivo
P (TP) (FP)
x no es tino w Falso Negativo Verdadero Negativo
P (FN) (TN)

asignemos el pixel x a la clase w; cuando el pixel sea la clase w;. En ese caso tenemos un falso
negativo. Finalmente, puede ser que no asignemos el pixel x a la clase w, y efectivamente
ese pixel no pertenezca a la clase w;. En ese caso estamos ante la presencia de un verdadero
negativo. Todos estos resultados se sumarizan en la llamada matriz de confusion, que se
sumariza en la Tabla [4.1]

La sumarizaciéon del desempeno para diversos valores x; puede ayudarnos a determinar
el desempeno de la estrategia de clasificacion que hemos desarrollado. Un ejemplo clésico de
esta sumarizacion es el andlisis ROC (Receiver Operating Characteristic)[21]. En el andlisis
ROC usamos dos medidas, la tasa de verdaderos positivos (TPR) y la tasa de falsos positivos
(TPR). Ambas cantidades se definen como

TP FP

TPR=—— vFPR= ——
R=mp N YR =

(4.90)
Luego la variacién del criterio 7 proporciona diversos valores cuyo resultado es la curva
ROC. La Figura muestra el resultado para el ejemplo de separacion entre cielo y tierra
desarrollado. Una medida estdndar de desempeno es el drea bajo la curva (AUC). En el caso
de este ejmplo el AUC es 0.97. La linea en la diagonal de la curva ROC corresponde al nivel
de desempeno cuando se toman decisiones aleatorias. La curva ROC es monotdonicamente
creciente. Por ejemplo, para un valor FPR de 0.08, el valor correspondiente de TPR es 0.91.
Esto ocurre cuando el valor 7 es 0.6.

La Figura presenta un ejemplo de utilizar el clasificador en una imagen del horizonte.
Primero se presenta la imagen a la cual se le ha aplicado un filtro bilateral. Esta imagen es
representada en el espacio de color CIELab con la finalidad de obtener sus componentes L
y b. Enseguida se presenta el resultado de aplicar la funcién de evaluacién (4.43). Luego se
presenta el resultado de tomar la decision sobre el valor de umbral 7 = 0.6. Cualitativamente
y tomando como base la clase que describe al cielo, se observa una region de falsos negativos
en la esquina superior izquierda de la imagen.

4.10. El Viaje del Titanic

La noche del 15 de Abril del 1912, el Titanic choc6 con un iceberg en su viaje inaugural
entre Southampton y Nueva York[25]. Del total de 2,224 pasajeros y tripulacién, mas de
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Figura 4.7: Anélisis ROC. La curva ROC muestra como varian los TP en funcién de los FP.
Una medida de desempeno estandar es el AUC, el cual es 0.97 en este caso.

1,500 personas murieron. El sitio KaggleE] pone disponible, una base de datos que contiene
informacion sobre 852 pasajeros del Titanic. Esta informacion incluye si el pasajero sobrevivid
ono (0 = no, 1 = si), la clase en la que viajaba (1 = lera; 2 = 2nda; 3 = 3ra), su nombre, su
sexo, su edad, el nimero familiares a su mismo nivel generacional (hermanos o esposos), el
nimero de familiares una generacién anterior o una posterior (padres e hijos), el nimero de
boleto, el monto del pago por su pasaje, el nimero de cabina y el puerto de embarcacién (C
= Cherbourg; Q = Queenstown; S = Southampton). El problema es predecir si un pasajero
dado sobrevivié o no al hundimiento.

4.10.1. Visualizacion de los Datos

Una parte importante en el analisis de los datos es la comprension del problema. Hacia
ello, un paso adelante lo constituye su visualizacién. Para el caso del problema planteado, la
Figura ilustra las funciones de probabilidad de diversos predictores dado que utilizamos
la informacién sobre la sobrevivencia del pasajero. Vale la pena hacer algunas observaciones.
Por ejemplo, es notable la diferencia entre la sobrevivencia entre pasajeros de primera o
tercera clase. Claramente, pasajeros de primera clase tenfan una probabilidad mas alta de
sobrevivir que no hacerlo. Lo contrario aplicaba para pasajeros de tercera clase. Por otro lado,

"https://www.kaggle.com/c/titanic/data
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(c)

Figura 4.8: Ejemplo de aplicacion del clasificador lineal binario discriminativo a las imagenes
del horizonte. En (a) se presenta la imagen producto del filtro bilateral. En (b) se muestra
el resultado de evaluar la funcién discriminativa correspondiente al sigmoide en Luego
en (c) se presenta el resultado de aplicar el umbral de binarizacién con p(w = cielo|x) > 0.6.

también es notable que siendo mujer se tenian una mas alta probabilidad de sobrevivir que no.
También se puede decir que en general para los ninos menores de ocho anos era mas probable
sobrevivir que no hacerlo. Mientras que para casi todos los grupos de edad, era mas probable
no sobrevivir, con la notable excepcion de un grupo alrededor de los 34 anos. Es interesante
también notar que para las personas que viajaban solas era mas probable no sobrevivir.
Por otro lado, las personas que viajaban con una persona de su mismo nivel generacional
(como un esposo o esposa, o hermano o hermana), las probabilidades de sobrevivir eran
mas altas que no hacerlo. Igualmente, era mas probable no sobrevivir si se viajaba solo que
con uno o dos familares de diferente nivel generacional, tales como padres o hijos. Tal vez
poco sorprendente también es confirmar que el precio del boleto estaba relacionado con la
probabilidad de sobrevivir. En general, entre més se pagaba por el boleto parece ser que
la probabilidad de sobrevivir era més alta que si se tenia un boleto de precio bajo. Tal
vez mas sorprendente es confirmar que el valor del precio del boleto para el que se podia
establecer esta generalizacion no era tan alto. Finalmente, puede observarse que si se salia
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del puerto de Cherbourg, las probabilidades eran maés altas de sobrevivir que no hacerlo.
Mientras que lo contrario era si el puerto de salida era Southampton. Tal vez esto tenia que
ver con las cabinas que los pasajeros ocupaban al ser los tltimos que abordaron. Es decir,
uno podria decir que las personas que tenian mas probabilidades de sobrevivir eran las ninas
que viajaban en primera clase que viajaban con uno de sus hermanos y uno de sus padres,
habian pagado un alto precio precio por su boleto. Mientras que las mayores probabilidades
de no sobrevivir se asociaban a ser un hombre que viajaba solo en tercera clase, habia pagado
muy poco por su boleto y habia abordado en el puerto de Southampton.

4.10.2. Inferencia sobre la Sobrevivencia

Asi planeado, nuestro problema tiene dos clases: sobrevivié y no-sobrevivio. Aqui explo-
ramos la idea de construir un hiperplano que distinga entre ambas clases. Para leer los datos
se puede emplear la instruccion

En términos del problema se tiene un conjunto de datos de entrenamiento y otro de
prueba. En la practica, necesitamos un conjunto de validacién. El conjunto de prueba sera
empleado una sola vez. Para ello, los datos publicados por Kaggle como datos de entrena-
miento son divididos en dos, uno que en realidad utilizaremos para realizar el entrenamiento
y otro que serd empleado para estimar el nivel de desempeno. El primero continuara siendo
llamado como conjunto de entrenamiento y el segundo sera llamado conjunto de validacion.
Primero calculamos el 70 % del nimero de registros en nuestra base de datos

Enseguida seleccionamos ese nimero de indices de forma aleatoria de nuestra base de

(o
Q
=
‘
9

Del nimero original de datos de entrenamiento, se toma el 70 % para entrenar y el resto
para validar, tal como

A continuacién definimos el clasificador de regresion lineal basado en los campos asociados
a la clase donde se viajaba y el sexo del pasajero. Esto puede escribirse en R como
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Para comprobar este resultado uno puede verificar con el conjunto de validacion. La
instruccion podria ser

Finalmente, la curva ROC de desempeno, incluyendo el area bajo la curva, podria obte-
nerse mediante el siguiente cédigo

El resultado de la curva ROC se muestra en la Figure Para este ejemplo, el drea
bajo la curva es 0.86.

Ejercicios
Para la base de datos del Titanic,

1. Identifique las entradas de la tabla de confusién para un valor de umbral dado.

2. jCuales seran los campos que pueden ser utilizados para maximizar el desempeno del
clasificador lineal?
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Figura 4.9: Ajuste del componente L de la distribucién de color p(L,b) para la deteccién de
las clases Cielo y Tierra.
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Figura 4.10: Ajuste del componente b de la distribucién de color p(L, b) para la deteccién de
las clases Cielo y Tierra.
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Figura 4.12: Curva ROC para el clasificador lineal. El area bajo de la curva para el clasificador
lineal construido sobre los campos de la clase de viaje y el sexo del pasajero es de 0.86.
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CAPITULO
Clasificacion no Probabilistica

En las siguientes secciones abundamos sobre enfoques cuya aproximacién principal no es
la obtencion de una funcién de distribuciéon de probabilidad.

5.1. Boosting

Una forma de realizar clasificacion no lineal consiste en ir definiendo una estructura
cada vez mas sofisticada, incluyendo un parametro a la vez. Es decir, primero se escoge la
caracteristica que mejor discrimina entre las clases. Enseguida, se entra a un ciclo en donde
se considera este parametro anterior fijo y se agrega uno nuevo siempre y cuando mejore la
funcién objetivo. Por ejemplo, supéngase que se tiene la pdf

p(w;|x;) = Bern(sig(a;)), (5.1)

donde a; = ¢Tz; = ¢Tf(x;) es el término de activacién. Para la explicacién que viene vamos
a considerar la notacién expandida de a; como

K
a; = ¢o + Z ok (x4, k), (5.2)
=1

para un conjunto de parametros . Algunas funciones que comunmente se utilizan incluyen
» f(x,&) = arctan(a’x), para pardmetros o = ¢, 6
w f(x,€) = exp(—1/2(x — )T (x — a)/)\?), para pardmetros & = (T, \)T).

El procedimiento de aprendizaje incremental procede como sigue. Primero se define un
término de activacion con una variable, tal como

a; = ¢o + nif (x5, &), (5.3)

con la variable ¢; que mejor ayuda a distinguir las clases. Los parametros ¢g, ¢1 v & pueden
ser aprendidos mediante ML. Enseguida se agrega un segundo conjunto de variables ¢5 y &o,
de tal forma que se crea el término de activacion

a; = ¢o + ¢1f (x4, 1) + dof (x4, &2), (5.4)
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dejando fijo tanto ¢; como & . Nuevamente los términos ¢g, g2 v & se aprenden mediante
ML. Esto se sigue mientras las variables que se incluyen agregen valor al clasificador. En
particular para el término k-ésimo se tiene la funcién de activacion

K
a; = ¢o + Z it (xi, &), (5.5)

k=1

donde se aprenden los términos ¢g, ¢ v & v los demés se mantienen fijos.

Un caso particular de esta estrategia incremental se da al usar la funcion escalon, Escalon,
toma el lugar de la funcién f. La funcién Escalén(z) de define como uno para valores de z
mayores o iguales a cero y cero para todos los demas. Una funcion tan sencilla da para un
clasificador débil, uno que permite la distinciéon entre clases de tal forma que lo que mas
esperamos de él es que a largo plazo su desempeno sea mejor que una decisién tomada
aleatoriamente. Se procura que los clasificadores débiles sean buenos al menos para decir lo
que no es, dejando abierta la posibilidad a tener muchos falsos positivos. La cuestién es que
al concatenar muchos clasificadores débiles, cada uno desechando lo que no es, se llega a la
construcciéon de un clasificador fuerte. Esta estrategia es conocida como boosting.

Los parametros se obtienen de forma iterativa mediante el método de Newton (4.48)),
lo cual requiere la evaluacién del gradiente y el Hessiano . Estas ultimas dos
expresiones dejan claro que la importancia de cada cambia dependiendo del resultado de la
prediccién. Los clasificadores posteriores se enfocan en las partes mas dificiles del problema,
aquellos que no fueron bien clasificados por otros antes.

5.2. Arboles de Decision

Un grafo es un par ordenado G = (V, E), donde V' es un conjunto de vértices o nodos y
E es un conjunto de aristas o arcos, los cuales en si son pares de elementos de V[69]. Por
ejemplo, un grafo G = ({1,2,3},{(1,2),(1,3)}) es un grafo con tres nodos y dos aristas,
una que va del primero al segundo nodo y otra que va del primero al tercero. Uno puede
clasificar los grafos entre dirigidos y no dirigidos. Un grafo dirigido especifica una direccién
para el arco o arista. En el ejemplo anterior, las aristas estaban dirigidas de un origen a
un destino. Cuando todas las aristas son bidireccionales se dice que el grafo es no dirigido.
Esto establece una distincion importante que se reflejada en temas como tan dispersos como
restricciones a los modelos o requerimientos de memoria para almacenamiento. Por ejemplo,
si representaramos el grafo G como una matriz donde las hileras representan el nodo de
origen y las columnas representan el nodo destino, un grafo no dirigido estaria representado
por una matriz simétrica.

Un arbol es una grafo no dirigido en el cual los vértices estdn conectados por solo un
sendero. Por ejemplo, el grafo G definido con anterioridad es un caso de un arbol. Un arbol
de decisién modela las consecuencias de las decisiones como rutas que resultarian de ir en
uno u otro camino (ver Figura[5.1]). Los drboles de decisién crean superficies de clasificacién
no lineales al particionar el espacio de los datos en regiones distintas . Para la toma de una
decisién, se puede definir una funcién de la formal56]

a= (1 — g5 (X’ 7))¢gx + 9j (X’ V)Q{{Xv (56)
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g(x,7)

¢0TX ¢51TX
g(x,70) g(x,71)

boo” X bo1” X b10” X b11” X

Figura 5.1: Arbol de decisién. El espacio es dividido por las superficies de decisiéon. La su-
perficie que se escoge es una combinacion lineal determinada por las funciones de activacion.

donde x es una variable conteniendo las caracteristicas, v es un umbral para la funcién
g;(x,7). Si el valor es uno, se escoge el modelo ¢7x; si el valor es cero, se escoge el modelo
dLx; si el valor se encuentra entre cero y uno, el modelo toma la forma de una combinacién
entre ellos. Aun cuando formas mas elaboradas pueden ser utilizadas, una expresiéon comuin
corresponde al escalén unitario, definido como

1 stz >y,

9i(%,7) = { 0 en otro caso. (5.7)
y los valores de 7, ¢y, ¢1 pueden ser aprendidos por maxima verosimilitud (ML). Una forma
de crear una estructura de arbol es anidando términos para la funciéon de activacién. Asi,
por ejemplo, la estructura

a; = (1= g;(x,%))(¢5x + ain) + g;(x,7%)(¢1x + ain), con
aio = (1= ge(x%0))P00X + 9r(X, Yio) 01X, ¥ (5.8)

an = (1= g%, 7)) 01X + gi(x, 7i1) 61, X,
puede ser representada por la Figura [5.1]

En la préctica, se crean un gran nimero de arboles para separar los datos de forma lineal o
no lineal. La idea es que durante la operacion, la variabilidad se disminuye al promediar entre
el nimero de arboles. Otra ventaja que ofrecen los arboles de decisiéon es que naturalmente
se adaptan a datos faltantes, al no asignar una rama hacia superficies en donde no hay
datos. Las multiples divisiones terminan dividiendo el espacio de busqueda en regiones. Para
cada una de ellas se asigna un valor constante[20]. Para problemas de clasificacién este valor
corresponde a la clase mas probable. En regresion, este valor corresponde al promedio de las
observaciones en la region.

5.2.1. Clasificador basado en Arboles de Regresion

Ahora ilustramos el funcionamiento de los arboles de decisién para la base de datos de
los pasajeros del Titanicﬂ, en particular se consideran la aproximacion mediante boosting.

!Este problema y los datos asociados son descritos en kaggle.com
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En la aproximacién, se considera la caracteristica que mejora més la funcién objetivo. Esta
se toma y se considera fija en la eleccion de la siguiente caracteristica a considerar. En
adicién, las caracteristicas que se consideran estan basadas en la funcién escalon. Después
de cada eleccién el peso de las caracteristicas cambia dependiendo si ocurrié o no una buena
clasificadas. Con ello, el siguiente clasificador trabaja més cercanamente con los datos que
han sido mal clasificados.

Para el ejemplo que elaboramos, primero los datos son leidos

Luego, los datos son divididos en una porcién de entrenamiento y una de validacion, de
la siguiente manera

Ahora, entrena el modelo de clasificacién

Para probar el desempeno del clasificador predecimos la respuesta para el conjunto de

Enseguida hacemos un andlisis ROC sobre estos resultados
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Figura 5.2: Desempeno de Arboles de Decision. Analisis ROC correspondiente a la base de
datos de sobrevivencia del Titanic. El drea bajo la curva es 0.89

La Figura muestra el resultado de este andlisis.

5.3. Bosques Aleatorios

La técnica de bosques aleatorios es un método que combina multiples arboles de decision,
cada uno de los cuales incorpora muestreos aleatorios de los datos de la muestra y la selec-
cién aleatoria de las variables de discriminacion en cada nodo de cada arbol, para producir
decisiones sobre las clases o inferir el estado del proceso. La idea sobre la construccion de
arboles donde una seleccién aleatoria de predictores se usaba para determinar la direccion
de la inferencia fue propuesta por Ho[29]. Por su lado, Breiman[9] y Cutler[I7] le dieron su
forma actual introduciendo la idea del muestreo aleatorio de los datos de las observaciones.

Para los bosques aleatorios se consideran inicamente arboles binarios. En cada nodo, hay
una prueba asociada g(x, I') que indica la decisién que se toma sobre si usar la rama izquierda
o usar la rama derecha del drbol. Supéngase que se tiene S = {X, w}, las observaciones X y
su etiqueta de clasificacién asociada w, donde X4y, = {X1, ..., X, } es el conjunto de los datos
de entrenamiento (d corresponde al nimero de variables y n al nimero de observaciones) y
w = (wy,...,w,) contiene la clase correspondiente a cada observacién. La funcién g(x,I")
divide a S en dos conjuntos, S! y S™, cuya unién forma el conjunto original y cuya interseccion
es nula.

Durante entrenamiento, se aprende la funcién g(x,I") que mejor separa S en los conjuntos
Sty S”. En bosques aleatorios es comtin maximizar la ganancia de informacién[42], definida
como

I=H(S)— ) |‘5;’|H(Si), (5.9)
e{l,r}
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donde H(S) es la entropia de Shannon[59], la cual se define como

H(S) =— Zp(wz‘) In p(w;), (5.10)

y p(w;) es la probabilidad de la ocurrencia de la etiqueta w; en el conjunto S. La etapa de
entrenamiento termina cuando se alcanzan D niveles de profundidad en el arbol.

Cuando se presenta un nuevo dato x*, este viaja por todos los drboles del bosque, siendo
evaluado en cada nodo de cada arbol por la respectiva funcién g para decidir si se toma la
rama izquierda o derecha. Cuando el dato arriba a la hoja del arbol, se aplica un clasificador
(o regresor) con los datos contenidos ahi. Los datos en cada hoja corresponden efectivamente
a la probabilidad de un cierto estado del mundo dado el conjunto de datos, p;(w|x). Para
tomar la decision se toman en cuenta el resultado de todos los arboles del bosque. Es comtin
usar el promedio, tal como

p(wb) = 7 3 piwlx), (5.11)

donde T corresponde al niimero de arboles del bosque. Es muy importante mencionar que los
bosques aleatorios manejan de forma natural los casos en los que w toma valores multiples,
no solo binarios.

En el caso de los bosques aleatorios, la variable I' = {Q, ¢, 7) contiene un selector 2 de
caracteristicas, la primitiva geométrica para separar los datos ¢ y un conjunto de umbrales
7. Por ejemplo, la funcién[16]

g(x,T) =7 < Qx)T¢ < 7, (5.12)
establece una separacion lineal entre los datos. O por ejemplo,
g(x,T) =71 < Qx)ToQx) < 7, (5.13)

establece una separacion cuadratica entre los datos.

La principal diferencia entre los arboles de regresion logistica y los bosques aleatorios es
que mientras que los primeros escogen aleatoriamente un subconjunto de los datos con el cual
hacer el entrenamiento de cada arbol, los segundos, en adicién, escogen de forma aleatoria
el conjunto de parametros con los cuales se construye el camino a seguir en los arboles.
La ventaja de escoger un subconjunto de los datos es que la velocidad de entrenamiento se
acelera. La ventaja de usar un subespacio del espacio de parametros es que se trabaja con
todo el conjunto de datos y se maximiza el margen entre clases cuando se toman todos los
arboles del bosque.

En los bosques aleatorios hay varias propiedades a estudiar, las cuales incluyen la pro-
fundidad D de los arboles, la cantidad de parametros que escogen aleatoriamente para la
funcién de divisién, el tamano T' del bosque, el modelo de clasificador débil, la funcién de
entrenamiento objetivo. Estos factores influyen en el resultado final del clasificador. Por
ejemplo, al aumentar la profundidad de los drboles se promueve el overfitting en detrimento
de la generalizacién. Por otro lado, la seleccion aleatoria de los datos o de las variables busca
promover la decorrelacion entre los arboles, logrando con ello también mejores propiedades
de generalizacion.
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En las versiones moderanas de bosques aleatorios[I0], cada &rbol es construido con un
subconjunto de los datos obtenido de aleatoria, uniforme y con reemplazo (bootstrapping o
bagging) del conjunto de datos originales[§]. Como consecuencia, un cierto nimero de datos,
conocidos como out-of-the-bag(oob), son dejados no son utilizados para la construccién del
arbol y pueden ser usados para probar su desempeno. Para cada variable, su importancia
se calcula observando la degradacion contra fluctuaciones aleatorias del contenido de sus
variables. Primero se mide la precision para muestras oob. Enseguida se mide la precision
cuando se permuta el valor de las variables entre las muestras oob. La diferencia en la
precisiéon dividido entre el niimero de arboles nos proporciona un score de importancia. La
ejecucion de este procedimiento durante un cierto nimero de ocasiones nos permiten obtener
valores medios y desviaciones estandar para cada uno de los predictores. Con ellos, el Z score
se define como el valor medio de la pérdida dividido entre la desviacién estandar.

En R se puede utilizar la libreria de nombre randomForest para entrenar y probar arboles
aleatorios.

5.4. Maquina de Vectores de Soporte (SVM)

Dado un conjunto de observaciones y etiquetas D = {x;, w;}?_,, con w; = {—1,1}, la
tarea de clasificacion involucra la construccién de una superficie que separe ambas clases.
Cuando las clases son perfectamente separables es posible que haya varias de estas superficies.
La méquina de vectores de soporte (SVM) busca elegir aquella superficie cuya distancia a los
puntos més cercanos a ella se maximice (ver Figura . Cuando la separacién de las clases
se da por una superficie no lineal, se utiliza el truco de los kerneles: las observaciones son
proyectadas a espacios multidimensionales no lineales buscando que ahi la separaciéon pueda
ser mediante un hiperplano.

5.4.1. Clases Separables

En notaciéon matematica, el problema consiste en encontrar los parametros del hiperplano
que distingue a la observacion x; entre las clases tal que

1 sigix; — o >0, v
- T s ’ 14
Wi { —1 si QZ5TXZ' — ¢ < O,V(xi,wi) eD. (5 )

o de forma mas compacta
wi(quXi — ng) > O,V(Xi, wl) eD. (515)

Utilizando la transformacion ¢ = ¢ y ¢g = do — 1 Jw;, la expresion ((5.15) puede convertirse
en
wi(¢"x; — ¢o) > 1,Y(x;,w;) € D. (5.16)

Es decir, el problema consiste en determinar el hiperplano F'(x), definido como
F(x) = ¢"x — ¢, (5.17)
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Figura 5.3: Cuando las clases son separables, hay varias superficies de discriminacion que
pueden ser definidas. En la maquina de vectores de soporte (SVM) se busca identificar aquella
que maximice la distancia a los puntos mas cercanos.

donde
[Fx)|/[14l, (5.18)

es la distancia del punto al hiperplano. Consecuentemente, el margen, que es el factor que se
busca maximizar, se encuentra a 1/||¢|| pues por construccion este se encuentra en F'(x) = 1.
En ese sentido, entre menor sea ||¢|| mayor serd 1/[|¢||. Con ello, el problema puede refrasearse
como minimizar la funcién Q(¢) tal que

1

minimizar Q(¢) = §||¢H?, (5.19)
sujeto a w;(@pTx; — @) > 1,V(x4, w;) € D, '

donde los puntos para los cuales 1/||¢|| = 1 son llamados vectores de soporte. Esta formu-
lacién es conocida como la formulacion primal. La forma comun de resolverla consiste en
plantear conjuntamente los términos por optimizar y embeber la restriccién usando multi-
plicadores de Lagrange. La formulacion se puede expresar como

1

J(¢, ¢o, ) = §¢T¢ - Zai(wi(¢TXi — o) — 1), (5.20)
i=1

donde o = {a;}; son los operadores de Lagrange. Para obtener los valores éptimos de

los parametros, se obtiene la derivada de ([5.20]) con respecto ellos y se resuelve la expresién
igualada a cero. En particular, las derivadas con respecto a ¢ y ¢ resultan en las expresiones

¢ = i WX, yi a;w; =0, (5.21)
i=1 i=1
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respectivamente.
La expresién dual de (5.20)) se puede obtener de la siguiente forma. Primero, la expandi-
mos logrando la expresién

1 n n n
J(9, ¢o, ) = §¢T¢ - Z aw; " x; — Z a;w;Po + Z Q. (5.22)
i=1 i=1 i=1

Esta ecuacion puede ser transformada de la siguiente forma. Por un lado, el tercer término
es igual a cero. Por su parte, el término ¢”'¢ puede expresarse como

m n

(bT(b — i Oéiwid)TX@' = Z Z OéjOéiU)jwiX?Xi, (523)
=1

j=1 i=1

lo que en el proceso nos ayuda a eliminar el término ¢ del segundo término. Con todos
estos cambios, ([5.20)) puede ser expresada tnicamente en términos de las observaciones tal

CcOomo
J(9, do, ) = Z o — = Z Zozjozzijlx X, (5.24)

jlzl

y el problema de encontrar la superficie de clasificacién que distinga entre dos clases puede
plantearse como

n

minimizar Q E Q; — g E ozjoziijixTxi,
=1 =1 (5.25)

sujeto az a;w; = 0,04 >0,
i=1

la cual tiene la ventaja de estar expresada como productos punto. El valor de los pardametros
¢ puede ser obtenido evaluando ([5.21)) utilizando el valor obtenido para a.
Es interesante observar que para minimizar ([5.20)) se debe cumplir la condicién

a*(wi(gb*Txi — qbo) — 1) = 0. (526)

En ese caso 6 el operador de Lagrange o es cero o la restriccion (w;(¢* x; — ¢o) — 1) es
cero. Este segundo caso se da cuando x; es un vector de soporte. En el resto de los casos, el
operador o] es igual a cero.

El término ¢y puede ser calculado como

@5 =1—¢"x;, (5.27)

para un vector de soporte X;.
Finalmente, la expresién dual para la superficie de clasificaciéon queda como

= Z QWiX; X — @y (5.28)
i=1
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Figura 5.4: Se muestra la construccion de un clasificador SVM lineal cuando las clases no son
separables. En (a) se ilustra el conjunto original de observaciones. En (b) se muestra el resul-
tado de construir el clasificador. La ilustracién muestra las observaciones de entrenamiento
y de prueba, los vectores de soporte y la superficie de clasificacién.

5.4.2. Clases no Separables

En la practica no podemos esperar que las clases sean perfectamente separables. En el caso
de SVM se toleran la clasificacién erronea de ciertas observaciones mediante la introduccién
de variables de holgura &;. Con su uso, el problema puede refrasearse como minimizar la

funcién Q(¢, ¢o, &) tal que

minimizar Q(¢, ¢, &) = %Hg25||2 + C’Z&,
=1

“ (5.29)
sujeto a w;(¢Tx; — o) > 1— & y & > 0.

De esta forma C' establece un compromiso entre la minimizacién de la clasificacion erronea
y la maximizacién del margen.

La representacién del dual tiene una pequena, pero importante, modificacion, quedando
expresada como

n n

n

minimizar Q(«) = g o — g E O[jaiijiXTXi7
i1 j=1 i=1

m

(5.30)

sujeto a Z aw; =0,C > a; >0,
i=1

y los términos para ¢* y F(x) estan dados por (5.21)) y (5.28)).

La Figura muestra un ejemplo de clasificacién mediante SVM en donde las clases no
son totalmente separables por un superficie lineal.
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5.4.3. Clases no Linealmente Separables

Para encontrar la superficie de discriminacién entre clases separadas no linealmente, se
proyectan las observaciones x a espacios multidimensionales no lineales f(x). La expectati-
va es que en el espacio de las caracteristicas las clases sean linealmente separables por la
superficie

¢ E(x) — ¢o = 0, (5.31)
en donde ¢ esta dado por
i=1

y la funcién de clasificacion en el espacio dual esta descrita por la ecuacion
F(x) = Z a;wif (x;)7£(x) — ¢o. (5.33)
i=1
La forma dual del problema de clasificacién puede entonces ser planteada como

minimizar Q(«a) = Z a; — Z Z ajowwif (%) T (%),
=1 7j=1 =1 (534)

m
sujeto a Z aw; =0,C > a; >0,
i=1

la cual esta lista para la utiilizacién de kerneles de la forma
k(u,v) = f(u)"f(v), (5.35)

provisto que k satisface la condicién de Mercer, ser una funcién positiva semi-definida. El
problema dual puede entonces ser representado utilizando kerneles como

n n n
minimizar Q(«) = Z o — Z Z a;owwk(xg, X)),
i=1

" =1 =1 (5.36)
sujeto az aw; =0,C > a; >0,
i=1
y la funcién de clasificaciéon se define como
F(x) = Z a;wik(x;,X) — ¢o. (5.37)
i=1

Tal como hemos explorado, hay diversas funciones que pueden ocupar el lugar de k(u,v).
Entre ellas, algunas de las mas populares incluyen la lineal, la polinomial, la funciéon de base
radial o Gaussiana, y la sigmoide.

En R, el paquete €1071 contiene las rutinas para aplicar SVM a problemas de clasifica-
cién y regresion.
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CAPITULO
Regresion

En la Figura [6.1] se observa un conjunto de muestras caracterizadas por la humedad
relativa y la temperatura. La humedad relativa es el cociente entre la presién parcial del vapor
de agua y la presién de equilibrio del vapor de agua a una cierta temperatura[50]. Por su lado,
en una mezcla de gases cada gas tiene su presion parcial, la cual es la presion hipotética de
esa cantidad de gas si ocupara todo el volumen a esa temperatura. Por otra parte la presion
de equilibrio de vapor es la presion que ejerce un vapor en equilibrio termodinamico con su
fase condensada a una cierta temperatura en un sistema cerrado[50]. En otras palabras, la
humedad relativa es la humedad actual del vapor de agua con respecto a la maxima que puede
tenerse a una cierta temperatura. En este capitulo exploramos algoritmos de regresiéon para
modelar cuantitativamente comportamientos como este. A manera de ejemplo exploramos
dos soluciones: Una utilizando un modelo discriminativo en donde aprendemos los pardmetros
por méxima verosimilitud (ML); enseguida, exploramos un modelo generativo en donde la
evidencia y conocimiento previo son conjugados para obtener la mejor solucién.

Enseguida estudiamos la aproximacién de modelos regresion no lineales. Para ilustrar
esta situacion, considere el caso presentado en la Figura [6.4l En ella, se tiene la toma de
la temperatura al paso del tiempo. En principio, aunque la hora del dia es un dato sobre
el cual se tiene mucha confianza, la lectura de la temperatura se obtiene con un cierto
margen de incertidumbre. Asimismo, en la Figura, la lectura se obtiene cada 10 minutos. En
ocasiones se tiene la necesidad de estimar la temperatura en los valores intermedios. Para
resolver el problema de la regresién, consideramos la representacion de la incertidumbre.
Asimismo, consideramos la proyeccion de las observaciones a espacios no lineales en donde
el herramental que hemos desarrollado previamente nos puede ser de utilidad.

6.1. Modelo Discriminativo

En este modelo identificamos una funcién de distribucién de probabilidad (pdf) que apro-
xime los datos y utilizamos ML para el aprendizaje de los parametros. Para ello, definimos
la variacién de la temperatura del aire en funcién de la humedad de acuerdo al modelo

p(w|x, ) = Norm,,(¢g + ¢z, 0?), (6.1)

donde w es la temperatura del aire, x es la humedad relativa y o es la desviacién estandar.
Por tanto, los parametros 6 corresponden a {¢g, ¢1,0%}. Nuestro objetivo es obtener los
parametros 6 del modelo tal que se maximice la capacidad predictiva del modelo. Esto se
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puede expresar como N
0= arg mng (p(wl...n|$1 ..... ns 9)) ’ (62)

donde aplicando un criterio de independencia entre observaciones, tenemos

= arg mgix <Hp(wi]xi, 0)) . (6.3)

=1

El criterio de verosimilitud puede expresarse como

L:ﬁ\/zl_mexp{—% (M)z} (6.4)

Para simplificar aplicamos logaritmos a ambos lados de la expresion, lo que resulta en

n

lnL:Z{—lnM—lna—%<w)2}. (6.5)

=1

Para obtener los valores de ¢g, ¢1,0 que maximizan (6.5) derivamos con respecto a esos
parametros e igualamos a cero. Esto resulta en las expresiones

oL & -
8; - Zwi — ¢on — ¢1 le =0, (6:6)
0 P i—1
AL & - 3
8:; - Z w;T; — Go Z T — 1 Z v} =0, (6.7)
1 i=1 =1 =1
y n 2
oln L s Zi:l (w; — o — P124) — 0, (6.8)
Oo o’

Resolviendo para o2 resulta en la expresién

0_2 _ Z?:l (wl - ¢0 - (bl‘ri)Q. (69)

n

Mientras que de y (6.7) tenemos el valor de ¢; dado por

1Y wir, —wT

b1 = 1/nd0  a? — 72

=11

(6.10)

y
P =W — )T, (6.11)
endonde T =1/nd> " xyw=1/nd> " w.

Para los datos que dan origen a la Figura [6.1] la obtencién de los pardmetros por ML
resulta en los valores ¢g = —0.18, ¢1 = 28.79°C, y una desviacién estandar o de 5.98 °C'. El
valor de ¢y podria interpretar la relacion en la cual al aumentar la humedad relativa baja la
temperatura.
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Figura 6.1: Relacion entre la humedad relativa y la temperatura del aire. El modelo de
regresion lineal resulta en los pardametros ¢g = —0.18, ¢; = 28.79°C', y una desviacion
estandar o de 5.98 °C.

6.2. Modelo Generativo

El proceso Bayesiano mediante el cual obtenemos el estado del mundo a partir de los
datos se define como
p(@|w, 8)p(w, )

p(,0)
En el modelo generativo se define una funcién que modele el comportamiento de los datos

sujeto al estado que guarda el mundo. Como en el caso anterior, este modelo puede ser
definido en términos de una Gaussiana como

p(w|z,0) = (6.12)

p(z|w, 0) = Norm, (¢ + ¢w, o?). (6.13)

De una forma similar podemos asumir el prior del estado del mundo como distribuido en
forma Gaussiana
p(w|f) = Norm,, (1, 02). (6.14)

Prince[56] muestra que si una Gaussiana es conjugada de si misma el resultado del producto
es una Gaussiana. En otras palabras

Norm, (a, A)Normy (b, B) = kNorm,(EZ(A~'a+ B 'b), %), (6.15)
donde la covarianza 3 corresponde a la siguiente expresion

S=A"1'+B )L (6.16)
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Nuestro caso, notamos que p(w|f) y p(z|w,d) no estdn definidas sobre la misma variable.
Por ello, realizamos un cambio de variable sobre p(w|0) para expresarla en términos de
x. Prince[56] plantea las siguientes ecuaciones para realizar un cambio de variable en una
Gaussiana. La igualdad que se establece estd dada por

Normy(Ay + b, X¥) = kNormy (A'x + b’ X)), (6.17)
donde )
S = (ATS'A) 7,
A = AT (6.18)
b = —Ab.

En nuestro caso, la relacion w = ¢,z + ¢9 permite que la media p, pueda expresarse como
Hp = @114+ @0, donde p, es la media con respecto a la variable aleatoria z. Con ello, tenemos
que A = ¢1, b= ¢y y 3 = 0,,. Por tanto, las variables A’, b’ y 3’ quedan definidas como

= - ey - (4)-3

=N

;o Uz% -1 _ p¢1 6.19
Al = _%fl (Up) ¢_ QZS_%O'IQ) - ¢17 ( ’ )
o _ Lt %
b= g =g

Por tanto tenemos la siguiente equivalencia

1 2 _ 2
Norm,, (i, o) = kNorm, <E/Lp — %, %) = Norm, ('uqu—lgbo, %) . (6.20)
1 1

Una vez realizado el cambio de variable podemos proceder a realizar la multiplicacion ex-

presada en ([6.15]). Es decir,

p(z|w,0)p(w|d) = Normy(¢o + ¢1w,o?)Normy,(u,, 02)

p

(6.21)

B 2
= kNorm,(¢y + ¢1w, 0?)Norm, <,up %, U—g) .
¢ 91

Realizando el cambio de variable a = ¢1w + ¢g, A = 0%, b = (u, — ¢o)/¢1 y B = 02/¢ 7
tenemos que la media ¥ puede expresarse como

o2\ ! -1 ¢2
= (o?) (2 = : 22
(@) ) -G 02
Con ello, el producto en (6.21)) puede expresarse como

p(z|w,0)p(wl|d) = KNormy(E(A ta+B 'b),X), (6.23)
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Figura 6.2: Regresién usando un modelo generativo. La grafica muestra el modelo Gaussiano
para la interpretacion de la temperatura del aire en funcién de la humedad relativa. En la
figura la pdf tiene sobrepuesta los puntos muestrales.

y k' es la constante de proporcionalidad requerida. Comparando (6.12)) y (6.23)) vemos que

la solucién al modelo generativo es
p(w|z,0) = Norm, (X(A'a+ B 'b), 2). (6.24)

La Figura muestra el resultado de la implementacion del modelo sobre los datos de
humedad relativa contra temperatura del aire para la estacion meteorolégica de Calvillo. Los
valores de p, = 19.91 y 012, = 35.0 fueron obtenidos usando ML sobre los valores de {w;}! ;.
Por su lado, los valores de ¢y, ¢, v o2 fueron obtenidos mediante ML sobre los valores de
{z;, w;}?_,, tal como se describe en la subseccién anterior.

6.3. Calidad del Ajuste

Una de las tareas mas importantes en los métodos que estudiamos consiste en valorar
que tan buena es la solucién alcanzada en términos de su poder de generalizacion. Es decir,
los pardmetros son obtenidos al procesar un conjunto de datos {x;, w;}_,. Sin embargo, en
una gran cantidad de problemas nuestro interés se centra en saber el desempenio que nuestro
modelo f tendra ante datos que no ha visto. Para regresion, la medida de desempeno estandar
es el error cuadrético medio (MSE). Este se define como

MSE = % > (wi = f(x:))” (6.25)

=1

n
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Figura 6.3: Seleccién de modelos. Un modelo méas complejo tiene mas flexibilidad y puede
ajustar mejor a un conjunto de observaciones. Sin embargo, cuando hay overfiting el error
de entrenamiento se hace més pequeno pero el error de prueba se hace mas grande.

Para predecir la capacidad para generalizar, normalmente dividimos nuestro conjunto de
datos en tres subconjuntos: entrenamiento, validacién y prueba. El conjunto de datos de
entrenamiento nos sirve para aprender los parametros del modelo. Luego, el conjunto de
validacién nos sirve para comprobar los parametros de desempeno. Si el modelo requiere
algin ajuste podemos volver al conjunto de entrenamiento y nuevamente probar con el
conjunto de validacion. El conjunto de prueba solo se utiliza una vez. Sus resultados nos dan
una idea del poder de generalizacién del modelo ante datos no vistos. Para la seleccién de
la particiéon solo tenemos reglas generales que dependen del niimero de datos disponibles.
También en general, grandes cantidades de datos ayudan a tener mejores evaluaciones. Sin
embargo, no siempre es posible tener muchos datos. Ya sea porque tenerlos es caro o dificil.
Cuando el nimero de datos es reducido utilizamos técnicas tales como leave-one-out, que
serd estudiado mas adelante en el curso.

El tipo de modelo que se selecciona es muy importante. En general, tendemos a preferir
modelos sencillos para interpretar la realidad. Una regla de dedo para la seleccion de la
complejidad de un modelo la tenemos ilustrada en la Figura|6.3| En ella tenemos un proceso
lineal que genera observaciones ruidosas. Supongamos que tenemos la posibilidad de elegir
modelos basados en curvas polinomiales de diversos grados. La figura muestra que a mayor
niumero de grados el ajuste es mejor. Esto se ve reflejado en el MSE. Sin embargo, para el
caso en donde evaluamos con datos no utilizados en la etapa de entrenamiento observamos
que el MSE se incrementa. En general, cuando el error de entrenamiento disminuye pero el
error con los datos de prueba aumenta estamos ante la presencia del fenémeno de sobreajuste
u overfitting.

Una observacion importante sobre los resultados expresados en la Figura [6.3| se refiere
al compromiso entre la varianza y el bias. La varianza aqui se refiere a la variacion que
observamos en el resultado del modelo al utilizar el conjunto de prueba cuando empleamos
un conjunto diferente de datos para entrenamiento. Bias por su lado se refiere al error
generado al seleccionar un modelo simple cuando uno mas complicado seria necesario. En
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Figura 6.4: La temperatura del aire en funcién del tiempo tiene un comportamiento no lineal.

general cuando incrementamos la complejidad del modelo disminuimos el error por bias. Sin
embargo, al aumentar la complejidad del modelo el error por varianza comienza a aumentar.
El problema consiste basicamente en encontrar el punto en la complejidad del modelo cuya
suma de errores por bias y varianza den el minimo.

6.4. Regresion Lineal

El problema de la regresion lineal consiste en identificar los mejores pardametros ¢ =
[0, @1, - .., ¢n] de una linea recta

w; = ¢o + ¢19Ci1 + -+ %xi = ¢TXm (6.26)

que describe un conjunto de observaciones {x;}™, de la forma x; = [1,z},..., 27
Si suponemos que las observaciones estan sujetas a ruido Gaussiano y que la desvia-
cién estandar o es constante, la probabilidad de observar un valor particular w; dada una

observacion x; esta dada por

p(w;|x;, 0) = Norm,, (x] ¢, 0?). (6.27)
En consecuencia, si agrupamos todas las observaciones en la matriz X = [x1,...,X,,] v el
vector w = [wy, ..., Wy,], tendremos la expresién
1
p(w|X, 0) = Normy, (X ¢, 0?) = WTO'D exp (—1/2(XT¢ —w) ' (XTp - W)) /o

(6.28)
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Bajo esa formulacién, el mejor valor para los parametros puede encontrarse en la posicién
donde la derivada con respecto a ellos es igual a cero. Esa posicion no cambia si uno calcula
el logaritmo antes. Sin embargo, la expresién resultante puede ser mas facil de evaluar. El

logaritmo de (6.28)) es
D lor T (T 2
Inp(w|X,0) = —EIH(QW) —Dlno — §(X ¢»—w) (X'¢p—w)/o* = L. (6.29)

Enseguida, la derivada de L con respecto a o es igualada con cero, lo que resulta en

OL/0o = —? - 2%(XT¢ —w) ' (XT¢p —w)/o® = 0. (6.30)

De donde resulta que el valor de la covarianza es

o _ (X' —w)T(XTo—w)
o? = 5 . (6.31)

De forma similar, la derivada de L con respecto a ¢ es igualada con cero, lo que resulta en
OL/0¢ = —2%(¢TX —whHX"/o? =0, (6.32)

que puede ser simplificada, en virtud de que estd igualada con cero a
(¢"X —wh)X" = 0. (6.33)

Para resolver con respecto a ¢ despejamos w. Luego, multiplicamos ambos lados por X.
Dado que ahora XX7 es cuadrada y suponiendo que su inversa existe, el valor de ¢ puede
obtenerse como

¢ = (XXT) ™' Xw. (6.34)
Consecuentemente, los valores de y para o y ¢, respectivamente, permiten
ajustar un modelo lineal al conjunto de observaciones en X y w.

6.5. Regresion Bayesiana

La derivacion en la seccion anterior supone que es posible llegar a un conocimiento per-
fecto de los parametros. Un enfoque alternativo basado en la regla de Bayes permite tomar
en cuenta la incertidumbre que tenemos en el valor que le asignamos. Esto es, el valor de
certeza que tenemos en el valor de ¢ dadas las observaciones X y w esta dado por

ploiX,w) = P E) (6.35)

La verosimilitud p(w|X, ¢) puede expresarse como en ([6.28)), mientras que el prior pueden
expresarse como

p(¢) = Normy (0, 0%). (6.36)
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Es decir, (6.35)) puede ser expresada por el siguiente producto
p(¢|X, w) = Normy (X" ¢, 0*)Normy(0, o). (6.37)

La conveniencia de expresar ambas pdf como Gaussianas estriba en que puede calcularse
de forma cerrada el producto. Sin embargo, primero hay que realizar un cambio de variable
sobre una de las pdfs. Para realizar el cambio de variable, las siguientes expresiones pueden
ser usadas[56]. Un cambio de variable entre las pdfs

Normy(Ay + b, X) = sNormy (A'x + b', 2), (6.38)
donde ¥ = (ATZTA)"L, A/ =YATS 1y b = —A'b.

Para el caso que nos ocupa, queremos transformar la pdf Normy, (X%'¢, 02). Para la trans-
formacién, las variables estdn definidas como ¥’ = o?(XXT)™1 A’ = (XXT)"'X y b’ = 0.
Con ello, el cambio de variable puede planterse como

Normy, (X*'¢, 0%) = k1 Normy(A'w, ). (6.39)
Enseguida, planteamos el producto identificado en (6.40)), resultando en
p(¢|X, w) = k1 Normy(A'w, ¥')Normy(0, o). (6.40)

Ahora podemos proceder a realizar el producto entre dos Gaussianas. En forma general, el
producto de dos normales se define como

Normy(a, A) - Normy (b, B) =

6.41
kNorm, (A + B ™)' (A'a+ B 'b),(A '+ B )™, (6.41)
donde & es en si una Gaussiana definida como
k = Norma(b, A + B) = Normp(a, A + B). (6.42)

Para nuestro caso en particular, a= A'w, A=Y b=0y B = Ugl. De donde resulta
que

p(¢|X, w) = Normg(A'w, ¥')Norm, (0, 0?) =
= roNormy((Z'7! + (051)71)’12”1A’W, (=14 (021)71)’1),
= kaNormy((1/0?XX" 4+ 1/621) 7' /o? XX (XXT) "' Xw, (1/0*XX" +1/021)71),

= kaNormy((1/0*XX" 4+ 1/021) 7' /0*Xw, (1/0*XX" +1/021)71),

= roNormy(1/0? A" Xw, A1),
(6.43)
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con A = (1/0*XX" +1/021). Este valor es muy importante pues permite realizar inferencia.
Asi, dado una nueva observacién x*, uno podria estimar la probabilidad de su resultado
p(w*|x*, X, w) usando la expresién

p(wr|x*, X, w) = / p(w*|z*, $)p(dlX, w)o,

6.44
= / kaNorm,,« (x*7 ¢, o?)Normy(1/0*AXw, A)do, (6.44)

1
= Normy,« (—QX*TA_IXW, TA %" + 02) ,
o

donde para resolver nuevamente necesitamos realizar un cambio de variable para el primer
factor en términos de ¢. Antes de resolver la multiplicacién notamos que el resultado estara
en términos de ¢, resultando en que la integral dara uno. Por ello, inicamente necesitamos
el valor del factor de escala para expresar el resultado.

Prince[56] hace la importante nota que se puede expresar la identidad de Woodbury|[71]
para expresar la identidad

A7 = (1/0*XXT + 1/021)7!

(6.45)
o2\
=o2Ip —0.X (XTX + FIn) X7,

p

donde n es el numero de observaciones y D el numero de variables en la observacion. Utili-
zando esta igualdad en ([6.87) tenemos

1
p(w*|x*, X, w) = Norm,,- (—QX*TA_1XW, xTATIx* 4 02) ,
o

1 2\
= Norm,, (—QX*T <U§ID — 02X (XTX + 0'_1n) XT> Xw,
g

5
-1
x| o21p — 02X [ XTX + 0—21 XT | x* + o?
pD — 9p o2 " ; (6.46)
o? o? 2 -t
= Norm,» | 2x*"Xw — 2x*'X <XTX + ‘7—21”) X" Xw,
g o O'p

2 -1
o2 Tx" — o2x" X (XTX + U—an) XTx" + 02> ,
g

p

6.6. Regresion no Lineal

La aproximacion para regresién no lineal que estudiamos en esta seccién es una en la cual
los datos son proyectados a un espacio no lineal, regularmente de mayor dimensién, en donde
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la anterior maquinaria de regresion lineal puede es utilizada. Es decir, para una observacién
particular x; buscamos un mapeo no lineal f de la forma

z; = f(x;). (6.47)

La expectativa es que en ese espacio de mayor dimension se pueda identificar un hiperplano
que sobre el cual el valor w; pueda ser evaluado. De forma similar al caso lineal, buscamos
evaluar la probabilidad de observar un valor w; dada una observacion x; de la forma

p(wi|x;, 0) = Norm,, (z] ¢, 0°). (6.48)
Tal como en el caso de la regresion lineal, si agrupamos todas las observaciones en la matriz
Z=z1,...,2,)y el vector w = [wy, ..., w,], tendremos la expresién
1
p(w|X,0) = Normy, (Z" ¢, 0%) = (a0 gD P (—=1/2(Z27¢ — w)"(Z"¢ — w)) /o>
(6.49)

Similar a (6.31]) y (6.34]), los estimadores de los parametros estdn dados por las siguientes

expresiones. Para la covarianza tenemos

o (2 —wW)(Z"T¢ —w)
o? = 5 , (6.50)

y para los parametros del hiperplano que describe el modelo tenemos

¢ = (2Z") " Zw. (6.51)

Como ilustracién, considérese los datos de la Figura [6.4 Supéngase que se define la
funcién de proyeccion
1
N
Z; = f<XZ) = Orrn.m'<"ul7 U) s (652)
Normy (fim, o)

para m curvas base Gaussianas. Usando el conjunto de observaciones {z;, w;}, correspon-
dientes respectivamente a la hora del dia y la temperatura, se realizé la estimacion de ¢. La
Figura[6.5|(a) muestra la solucién cuando el intervalo de observacién temporal se dividié uni-
formemente para colocar 4 curvas base Gaussianas. En Figura (b) se muestran los valores
resultantes para ¢ y en la Figura (c) se muestra la suma pesada individual y colectiva
de las curvas base Gaussianas. La posicién de las curvas base pudiera ser optimizada pero
aqui solo se quiere ilustrar como su combinacion lineal puede aproximar razonablemente a
la funciéon original.

Utilizando como base, la formulacion para regresién Bayesiana pudiera plantearse
como

2 2 2 —1
p(w*|z*, Z, w) = Norm,,- (&Z*TZW — 2Ty (ZTZ + 0—21n> YAVAS
o
P

. 1 (6.53)
azz*Tz* — af,z*TZ <ZTZ + J—In) 7'z + 02> ,
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Figura 6.5: Aproximacién de una curva mediante la combinacion lineal de curvas base Gaus-
sianas.
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6.7. Kernels

La nocion de la representacion no lineal y proyeccion a espacios multidimensionales puede
generalizarse mediante el uso de los llamados kernels. Un kernel k(x;,x;) representa x; y x;
en un espacio definido por la transformacion f, resultando en los vectores z; y z;, y ejecuta
el producto punto entre los vectores z; y z;, por medio de la siguiente operacién

k(x;,x;) = £(x;)"f(x;) = z] z;. (6.54)
Como un ejemplo, considere el kernel definido por

k(x,x) = (1 +x'x)?, (6.55)

en donde los vectores estdn definidos como x = (z,y) y x' = (2/,4/)T. En ese caso, la

expresion anterior puede representarse como

(1+x7x)? = (1+(x y)(j))Q,

= (1+a2' +yy)°,

~

— 1—|~:E2x’2+y2y’2+2xw’+2yy’—l—2xyx’y’,
(6.56)
1

SCIQ

y/Q
= (1 22 ¢ Vor V2y 2y ) !
V2y'
ﬁx’y’

Como es posible observar, el kernel puede representarse como un producto punto formado
por la expansion del vector original a un espacio no lineal.

La teoria de los kernels es muy generosa. Muchas funciones pueden ser un kernel, bastando
con ello que satisfagan el teorema de Mercer[I]. El teorema de Mercer establece que un kernel
es valido cuando es positivo semidefinido, i.e., satisface la condicién

Z k(x,x)a;a; > 0, (6.57)
1,J
para cualquier nimero real a; y a;. Algunos kernels muy utilizados en la préactica incluyen

los siguientes

s Lineal

k(x,x') =x"x. (6.58)

= Polinomial de orden p

k(x,x') = (14+x"x')P. (6.59)
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s Gaussianos o de funcion base radial

1(x; —x;)7(x; — x;)

k(x,x') = exp (-5 . ) . (6.60)

o

El kernel Gaussiano es interesante pues ni siquiera parece tener un producto punto entre dos
vectores. Para verificar lo anterior, considere el caso del kernel

k(z,2") = exp (—(z — 2)?) . (6.61)
La exponencial puede representarse de la siguiente forma
exp (—(z — 2')?) = exp (—2® + 222’ — 1) = exp (—2?) exp (2z2') exp (—2"%) .  (6.62)

El término central puede ser expandido en términos de su serie de Taylor como

20 ok .k plk
exp (2z2') = Z x]{:'x . (6.63)
k=0 '

Realizando esta el reemplazo de esta defincion en (6.63)) en (6.62)) tenemos

00
le’kﬂf/k

k!

exp (—z?) exp (—z) , (6.64)

k=0

el cual puede ser representado en forma vectorial como

-
H\

ep(—(r—aP) = exp(—a?) (1 V2 . Zar ) D fexp(-a?).
" v m

23

(6.65)
Mostrando que efectivamente, implicitamente estamos expandiendo x a un espacio de un
nimero infinito de dimensiones antes de realizar el producto punto.
De acuerdo a la expresion anterior, la regresion Bayesiana puede generalizarse al uso de
kernels con la siguiente expresion

2 2 2 -1
p(w*|x*, X, w) = Norm,,- (U—Zk(x*, X)w — U—Zk(x*,X) (k(X, X) + U—zln) k(X, X)w,
o o o
p

chk(x ,X5) — af)k:(x , X) (k(X,X) + ;In) k(X,x*) + 02> :
p

(6.66)
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Cuadro 6.1: Tlustracion de la generacién de variables auxiliares. Una variable categorica que
puede tomar k valores da origen a k£ — 1 variables auxiliares, las cuales toman valores cero o

uno, pero no uno mas de una.
Variable Original Variable Auxiliar 1 Variable Auxiliar 2

x xl 2
1 0 0
2 0 1
3 1 0

6.8. Regresion Lineal Dispersa

Dados un conjunto de vectores {x,}»_, vy etiquetas correspondientes {w, }, el problema
del aprendizaje consiste en aprender los pardmetros de una funcién y(x). En la pasada
seccion, vimos como una forma para esta funcién consiste en parametrizarla por un conjunto
de funciones kernel k(x,x’), tal como

N
i=1
donde ¢ = (¢4, ..., ¢n} son pesos asociados.

En general, nuestra observacién proviene de una alteracién aleatoria del valor real, tal
como

wn = Y(X; 0) + €n, (6.68)

donde w, sigue una distribucién Gaussiana con media cero y covarianza o2, p(w,|x) =
Norm,,, (y(x,), 0%).

Comenzaremos formulando la solucién para los datos X, donde el objetivo es determinar
los pesos ¢ de la combinacién lineal. Para estimarlos, se puede utilizar la siguiente formulacién
Bayesiana

_ p(w, ¢|X, 0?)
p(9|X, w,¢) = WX, o)

_ p(w[X, ¢,0%)p(¢)
p(wlX,0%)

(6.69)

Hemos visto que asumiendo independencia, la verosimilitud de las observaciones y eti-
quetas toma la forma

1 1
p(w|X, ¢,0%) = Normy(X"¢,0°I) = (2ro)N2 P {—QHW - XT¢H2} ) (6.70)

donde w = (wy,...,wn)T, & = (¢o,...,0n)T vy X = (x1,...,xy5)T, es una matriz de
N x (N +1), con x,, = (1,x1,...,xn5)7.

Debido a la gran cantidad de parametros involucrados uno esperaria overfitting. Para
evitarlo se definen priors sobre los pesos de los kernels que promueven soluciones dispersas,
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tal como
M
¢) = [ ] Study,(0,1,v), (6.71)
d=1

donde Stud(0, 1,v) es una funcién de distribucién Student de media cero, covarianza uno
y grados de libertad v. Para los propdsitos siguientes sera tutil la interpretacién de la pdf
de Student como la suma del producto entre una distribucion Gamma y una Normal. Lo
anterior queda expresado como

= ﬁ/Norm¢(O, 1/hq)Gamy,,(v/2,v/2)dh,, (6.72)

donde hg es un hiperparametro que se define para cada una de las observaciones. Dado que
la Gaussiana es separable, podemos conjuntar los efectos de las multiplaciones en un solo
factor como

p(¢) = /Norm¢ (0,H™* HGamhd v/2,v/2)dhg, (6.73)

d=1

La caracteristica esencial del ajuste que buscamos es la asignacién de un hiperparametro a
cada peso o funcion base de tal forma de promover una solucion dispersa.

El denominador de puede emplearse para el cdlculo de la pdf de observar un valor
particular de w como la siguiente marginal

p(wIX, ¢) = / p(w, 91X, 0%)do,
_ / p(W[X, 6, 0)p()dé,

= /Norm¢(XT¢, 021)/Norm¢ (0,H! HGamhd v/2,v/2)dHdg, (6.74)
d=1 .

M
= / / Normg(X” ¢, 0*T)Normg, (0, H™")d¢ H Gamy,(v/2,v/2)dH
d=1
M
_ / Normy(0, XTH'X + o21) [ Gamy,,(v/2, v/2)dHdo.
d=1

Debido a que no hay conjugados, la anterior expresion no se puede externar de forma cerrada.
Por tanto se aproxima mediante la relacién

M
p(w|X, ¢) =~ m};;ix (/ Normg(0, X"H™'X + ¢°1) H Gamy,, (v/2, 1//2)dH> . (6.75)
d=1

Los pardmetros H y o2 se obtienen aplicando logaritmos a esta expresién, derivandola con
respecto a los parametros, igualando la expresién a cero y resolviendo con respecto a los
parametros. Aun asi, hay que resolver el valor de los parametros usando el algoritmo
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Figura 6.6: Matriz de llenado de la encuesta 2015 sobre consumo de adicciones llevada a
cabo por el Observatorio Ciudadano de Seguridad Publica del Municipio de Querétaro

Para ilustrar la importancia de la seleccion de caracteristicas utilizamos el siguiente ejem-
plo. Supdngase que se tiene una base de datos con el resultado de la Encuesta Anual de
Adicciones producido por el Observatorio Ciudadano de Seguridad Publica del Municipio
de Querétaro sobre el consumo de sustancias. Estamos interesados en construir una funcién
de regresion sobre la edad a la que se consume la primera copa de alcohol completa. Nor-
malmente, estas encuestas son exhaustivas. Por ejemplo, en la encuesta del 2015 se tomaron
322 variables sobre un universo de 1917 encuestados. La matriz de llenado tiene la forma
que se ilustra en la Figura En nuestro problema, estamos interesados en determinar si
algunas de las variables son mas importantes que otras en la determinacion de la variable de
interés. Para realizar este ejercicio, vamos a descartar todas las variables no nimericas y de
ahi tomar las entradas correspondientes al bloque de predictores mas densamente poblado,
aproximadamente entre las columnas 20 y 120.

Una nota importante es que las variables en este intervalo son categoricas y no pueden
ser introducidas directamente en los mecanismos de regresion. Por ejemplo, supongamos que
la variable x tiene un rango de valores entre 1 y 3. Para estos casos, en donde se tienen
variables categéricas que pueden tomar k valores, se definen k — 1 variables auxiliares con
valores cero o uno. Para el caso anterior se definirian variables z1 y z2 y los valores de z
se representarian como se ilustra en la Tabla 6.1} Una vez que las variables auxiliares han
sido definidas, se tienen 541 observaciones cada una con 914 variables. Esto se ilustra en la
Figura

La Figura muestra el resultado de 1,000 iteraciones del Algoritmo [3| para el caso de
la base de datos comentada al inicio. En (a) se muestra el valor individual de las variables
ocultas. Para visualizar el establecimiento del umbral, en (b) se muestra la frecuencia acu-
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(a) Matriz con variables auxiliares (b) Edad en la que se tomé una copa completa

Figura 6.7: Matriz conteniendo los predictores (a) y la prediccién (b) para el problema de
determinar la edad para tomar la primera copa.
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Figura 6.8: Resultado de correr el Algoritmo [3| con los datos en la base de datos sobre el
consumo de sustancias.

mulada de los valores de las variables ocultas. La figura ilustra el porcentaje de variables
ocultas que se encuentran abajo de un cierto valor de umbral.

6.9. Regresion Lineal Dual

Sea una matriz A, «,,, un vector X,,»1 y un vector c,; con los cuales se forma el sistema
lineal

Ax =c. (6.76)

Uno pudiera escoger al menos las siguientes interpretaciones sobre como calcular ¢ a partir

de A y x.
La matriz A puede intepretarse por colum- La matriz A puede intepretarse por hileras
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nas como
T
by
: X =C.
T
bn

Es decir, c es resultado de la proyecciéon

co1mo

X

|
e

(al am)
T,

Es decir, c es resultado de la combina-

cion lineal de las columnas de A, tal como

de las hileras de A sobre el vector x, tal
como

ria; + -+ rpa, =C.
bI'x
: =c.
blx
De una forma similar, dado X = (x1,...,X,,), donde las hileras son interpretadas como
caracterfsticas y las columnas como observaciones, en la operacién X7 ¢ hemos estado traba-
jando sobre el espacio de las caracteristicas. En la seccién anterior esto dio como resultado la
seleccion de las caracteristicas mas importantes. Una forma alternativa es trabajar sobre el
espacio de las observaciones. De forma similar esto resulta en la seleccién de las observaciones

mas sobresalientes para la descripcion del modelo de regresion.
Hasta ahora, hemos considerado un modelo lineal de la forma

p(w|X) = Norm,, (X” ¢, o°1). (6.77)
Ahora consideramos el cambio de variable
P = X1, (6.78)

que representa que ® puede ser obtenida a partir de los datos en X. Con este cambio de
variable la prediccion puede ser hecha en base al modelo

p(w|X, 0) = Normy, (X" X1, 6?). (6.79)
Consecuentemente, los pardmetros ¢ y o2 pueden ser obtenidos mediante ML usando la
expresion

Inp(w|X, 8) = —g In(27) — Dlno — %(XTXw —w) I (XTXy — w) /o> (6.80)

De donde se derivan expresiones para 1, tal como

1

v =(X"X)""w, (6.81)
y para la covarianza o2, tal como

s (XX —w)T(XTXy) —w)
o2 = 5 . (6.82)

La expresion de regresion lineal Bayesiana equivalente, en términos de 1) esta ahora dada

- p(WIX, ¥)p(t)
p(w|X)

p(X, w) = (6.83)
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donde el prior pueden expresarse como
p(1) = Normy (0, 0°1). (6.84)

Siguiendo un procedimiento similar al desarrollado en la la expresion equivalente para
p(¥|X, w) estd dada por

Para nuestro caso en particular,a= A'w, A=Y b =0y B = agI. De donde resulta
que

p(¢|X, w) = Normy(1/0* A~ ' Xw, A7), (6.85)

con
A= (1/*XX"XX" +1/021) . (6.86)

Asi, para realizar inferencia, dado una nueva observacién x*, uno podria estimar la probabi-
lidad de su resultado p(w*|x*, X, w), en términos de la expresién dual, usando la expresién

'l Xow) = [ plula (X, w)o
(6.87)
1
= Normy,- (—2X*TXA_1XTXW, K TXA X x* + 02) :
o

La representacién anterior es importante pues el uso de productos punto la hace 1til para la
aplicacion su generalizacion a modelos no lineales usando kernels.

Un ejemplo para un conjunto artificial de datos se muestra en la Figura [6.9) La figura
fue obtenida utilizando el pseudo-cédigo ilustrado en el Algoritmo [4 Note como hacia los
extremos, donde no se tiene evidencia, la incertidumbre crece. En el algoritmo note la linea
donde se calcula el valor de 1, la cual proporciona estabilidad numérica al calculo de la
variable.

6.10. Regresion por Vectores Relevantes (RVM)

Las secciones anteriores han servido para desarrollar la base conceptual sobre la cual
podemos construir el modelo de regresion RVM. Para ello, utilizamos una formulacién dual
sobre la regresion. Enseguida, se formulan variables auxiliares para cada una de las observa-
ciones. Esto resulta en la seleccién de las observaciones mas relevantes para la funcion base
seleccionada.

Es decir, ahora se define el prior sobre los pardmetros duales v tal como

p(v) = [ ] Study, (0,1,v). (6.88)

=1

Siguiendo un proceso similar al desarrollado en la §6.8| se obtiene la probabilidad de la
verosimilitud como

M
p(w|X, ¢) ~ mix < / Normg (0, X" XH'X"X + o°I) | [ Gamy, (v/2, y/Z)dH) ., (6.89)
i=1
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Figura 6.9: Ejemplo de regresiéon lineal Bayesiana usando la formulacén dual. Note como
hacia los extremos, donde no se tiene evidencia, la incertidumbre crece.
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Figura 6.10: Resultado de la regresién no lineal usando RVM. Los datos se muestran como
circulos rojos, la aproximacion como circulos azules y los vectores de soporte en negro. Solo
se requirieron ocho observaciones para aproximar la curva.
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donde ahora las variables auxiliares en H estédn asociadas a las observaciones. En forma
similar al Algoritmo [3] las variables auxiliares y la varianza se obtienen de forma iterativa
usando las expresiones

(1 —hlzmﬁ—u) 2 1

/_L2 _|_ v Y y o = Y
’ (I -y - hE))

h; = (6.90)

2

respectivamente. Entre iteraciones, se calcula la media p y matriz de covarianza 3 tal como
p 1/ A Xw, y B+ AT (6.91)

respectivamente. En donde A esta dada por
A« 1/0°XXT + H. (6.92)

Para resolver las ecuaciones anteriores podemos utilizar la rutina rvm del paquete kern-
lab en R. La ilustracién del resultado se muestra en la Figura [6.10

Ejercicios

1. Para la base de datos correspondiente a la estacién meterologica asignada obtén el
modelo de regresién lineal para la relacién entre la humedad relativa y la temperatura
del aire usando

= un modelo discriminativo. ;Cual es la relacion entre el cambio de una y otra
variable (¢g)? ;Cuél es el valor del cruce por cero (¢1)? /Cudl es el valor de la
desviacién estandar (o)?

» un modelo generativo. ;Cuédles son los valores de los priors de la pdf de p(w|6)
(p ¥y 0p)7

2. Desarrolle un modelo de regresion lineal usando un modelo discriminativo y MAP para
la obtencion de los parametros.
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Llamada: < H, o >< Hiperpardmetros-Covarianza (X, w)
Entradas: Los datos X = (x1,...,xy)7 y las etiquetas w = (wy, ..., wy).

Salidas : Los valores de los hiperpardmetros H y la covarianza o?.

// Calcula el valor de los parametros
¢+ (XXT)"1Xw;

// Estima el valor inicial de la covarianza
0 (w— XT¢)T (w — XT6) /M;

// Inicializa los hiperpardmetros

H < aly.n;

// Evalua la norma de H

h™ <« [H;

// Inicializa condicién de paro

c < false;

while (¢ == false) do

// Calcula el valor de A

A + 1/0*XXT + H;

// Calcula el valor de u
w1/ A" Xw;

// Calcula el valor de la covarianza
Y AL

// Actualiza el valor de H

Hy, = (1-haXq,atv),

potv 7
// Actualiza el valor de la covarianza o?
o? = : (W — X" )" (w — X" p);
(D =) (- thdd))
d
// Evalua la norma de H
ht < [HIJ;

// Evalua condicién de convergencia
c+ |h~ = ht[;
end

Algorithm 3: Algoritmo para el calculo de los hiperparametros de los pesos para
la combinacion lineal y la covarianza del estimado de w.
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Llamada: < H,o >« RegresiénLinealBayesianaDual (X, w)
Entradas: Los datos X = (x1,...,xy)7 y las etiquetas w = (wy, ..., wy).
Salidas : La funcién p(w*|x*, X, w).

// Calcula el valor de los parametros. La siguiente formulacién
proporciona estabilidad numérica

P X\ (XXT) "1 X w;

// Estima el valor inicial de la covarianza

02 « (w — XTX)T(w — XTX4))/N;

// Evalua el valor de A

A+ 1/0*XXTXXT + 1/O'zIN><N;

for x € R do

for w* € R do

// Prepara predictor para evaluacién

r* « (1,2)7;

// Calcula la media

T+ HxTXATIXTXw;

// Calcula la varianza

2 x*TXAIXTx* + o2,

// Evalua la probabilidad

p(w*|x*, X, w) = Norm,, (T, 52);

end

end

Algorithm 4: Algoritmo para evaluar la probabilidad p(w*|x*, X, w) de una mues-
tra x* usando la formulacién dual de la regresion Bayesiana.
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CAPITULO

Aprendizaje e Inferencia

Las NN son representaciones de una funcién no lineal mediante la cual ciertas entradas
son transformadas en valores de salida. Regularmente son modeladas mediante un grafo
aciclico (ver Figura , aunque hay un importante grupo de arquitecturas llamado redes
neuronales recurrentes (RNN) donde se admiten ciclos[39]. Las redes estdn organizadas en
una capa de entrada, una de salida y entre ellas varias llamadas ocultas.

7.1. Modelo de Feed Forward

Una neurona puede verse como recibiendo de la capa anterior un conjunto de senales,
x = (x1,...,%,), pesadas por un factor w = (wi,...,w,). Dentro de la neurona estas
entradas son sumadas, wyx+- - -+w,x,, y un valor de sesgo b es adicionado. Como resultado,
la neurona genera una senal f(z) que denota su respuesta a las entradas. Es decir, la salida
de una neurona esté dada por f(w’x +b). Estas operaciones son repetidas en subsiguientes
capas. Por ejemplo, en la Figura (a), las operaciones de Feed Forward tendrian la siguiente
secuencia

=y wym— vy = f(z) -
i€entradas
2 = Z wiry; — yp = f(2) =
JEH

= Z wiyr — Y = f(z), (7.1)

ke Ho

donde z; corresponde a los valores de entrada y y; corresponde a las salidas.

Las funciones de activacion tienen el papel de realizar el mapeo a espacios no lineales.
En su operacién, emiten la salida de las neuronas en funcién de las entradas que se reciben.
Son esenciales para el proceso de entrenamiento. Algunas de ellas incluyen la sigmoide, la
RELU, la leaky RELU y la MazOut[45]. Hace algunos anos, la sigmoide, definida como

1
o(*) = T o= (=)

era muy comun. Sin embargo, la funcién no esté centrada en cero. Para aliviar este problema
se sugirio la tangente hiperbolica, definida como

tanh(x) = 20(2z) — 1, (7.3)

(7.2)
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entrada salida
entrada salida

H1 H2

ocultas ocultas

(a) Feed Forward (b) Back Propagation

Figura 7.1: Representacion grafica de las etapas relacionadas a la evaluacion de la funcién
expresada en la red neuronal para una cierta entrada (a) y el cdlculo de su derivada (b). En
la ilustracién no se muestra el nodo de sesgo en cada capa.

la cual esté centrada en cero. Sin embargo, en ambos casos, durante el etapa de ajuste de los
pesos por back propagation, cuando las activaciones se saturan en las colas, los gradientes se
desvanecen. Actualmente, la funcién més utilizada es la unidad lineal rectificada (ReLU)[33],
la cual se define como

ReLU(z) = méx(0, x). (7.4)

La funcién ha mostrado acelerar la convergencia y es sencilla de implementar.

Se ha mostrado que las NN son aproximadores universales, i.e., dada una funcién f(x) y
una constante € > 0, existe una NN con una capa oculta g(z) tal que V| f(z) — g(z)| < €[28].
En ese sentido, uno pensaria que NN de pocas capas evitarian overfitting de las funciones.
Sin embargo, se ha visto experimentalmente que NN de tres capas trabajan mejor que las
de 2 (aunque no se ve un efecto tan dramatico para 4, 5 o 6 capas). Actualmente se ha visto
que la profundidad es un componente importante, donde 10 capas son comunes[60]. Para
evitar overfitting, la funcion objetivo se regulariza. Esto es preferido a disminuir el niimero
de neuronas.

7.2. Entrenamiento por Back Propagation

Es generalmente aceptado que hay cuatro formas de obtener las derivadas de una ecua-
cién: Hacer el cdlculo manual, realizar el calculo numérico, obtener el resultado simbdlico, o
hacer diferenciacién automatica[2]. Aqui revisamos este ultimo método y nos familiarizamos
con el algoritmo de aprendizaje denominado propagacion hacia atras o back propagation.

Dada una funcién f(x), estamos interesados en obtener el gradiente V f(x). Por ejemplo,
si f(x,y), entonces Vf = (0f/0z,0f/0y)T. Aqui estamos interesados en aplicar la regla de
la cadena para resolver el problema. Por ejemplo, considere la siguiente expresién (tomada
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5 1.61
\ 24.14
3 _ > 15

a) Propagacién hacia adelante simbolica  (b) Propagacion hacia adelante numérica

Op/ 0z
af /op o 29 0.2 ,
0q/0x1 ﬂ \ 41—
- af/dq 5 1
0q/0x4 5
(¢) Propagacién hacia atras simbolica (d) Propagacién hacia atras numérica

Figura 7.2: Ejemplo de obtencién de la derivada de la funcién f(z1,29) = Inzy + z129
mediante propagacion hacia atras. La funcién es descompuesta en términos de funciones
sencillas, aplicando la regla de la cadena. Para la evaluacion del gradiente se parte del final
a contraflujo.

parcialmente de [2])
f(z1,29) = Inay + zq29. (7.5)

Esta expresion se puede descomponer en operaciones sencillas tales como sumas, multiplica-
ciones o derivadas de funciones de una variable, tal como

Cambio de variable  Derivada parcial

=Inz Op/0xy = 1/x4

_ 9q/0x1 = 1y (7.6)
4= 01tz 0q/0xs = 11

_ of/op =1
f=pa 0f/dg = 1

La obtencion del gradiente se puede realizar mediante la regla de la cadena. Utilizando las
expresiones anteriores podemos llegar al siguiente resultado:

0f /O vt ik ot
Vf(l'b ~T2) = = (7-7)

En una red neuronal, back propagation sirve para ajustar el valor de los pesos de la
red. Para ello, se supone que se cuenta con un conjunto {X,t} de observaciones X, ., =
(X1, .0y Xm), cONX; = (27, . .. ,:L‘n)T y sus correspondientes m valores de salidat = (t1,...,t,)7.
Si asumimos que nuestra funcién de costo estd dada por la diferencia entre el valor de salida
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de la red y el valor deseado, el error en cierto momento puede representarse como la suma
de las diferencias al cuadrado, tal como

l:l

Utilizando como ilustracién la arquitectura de red presentada en la Figura[7.1] la propagacion
del error puede describirse como

OE O0E _OE oy
8_91 B Q(yl - tl) ~ on 0z ayz azl
a_E_ZazlaE OE _OE Oy,
ayk - lesalida 6yk 8zl 8zk 8yk 6zk
OB _ ~0n0E 0B _0E Oy
dy; 8y] Oz 87:] dy; 0z;

k€eHo

donde recordamos que y = f(z) y la derlvada Y puede obtenerse evaluando la derivada de

f(2). Igualmente, notamos que 7 92— gy, 1ndlca que los pesos son iguales a la derivada entre
las entradas a los nodos y las sahdas de nodos en capaz anteriores. Los pesos se modifican
considerando como varia el error junto con ellos. Es decir, evaluando la expresion

OE OE 0z

- _ . d
8wjk 8zk 8’LUjk’ (7 0)

k
puede expresarse como

Wi
8zk
= rkYr - '7 11
P awjk (Zw kiU) (7.11)

r=1

donde el término

puesto que en la sumatoria solo un término depende de wj;. De esta forma, los pesos son
modificados usando la ecuacion

= wj, +ayio— (7.12)

para una constante de aprendizaje «.
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CAPITULO

Redes Neuronales Convolucionales

Desde hace algunos anos, el aprendizaje profundo han tomado gran relevancia por su
nivel de desempeno en una variedad de tareas de reconocimiento de patrones. Especialmen-
te notable han sido los resultados obtenidos en el Imagenet Large Scale Visual Recognition
Challenge(ILSVRC), donde segin algunas medidas han logrado resultados superiores a los
humanos en lectura de signos de tréfico[I4], reconocimiento de rostros[6] o interpretacién de
imdgenes retinales[43]. La ventaja esencial de las CNN sobre otros modelos de deteccién es
que la seleccion de caracteristicas se realiza de forma automatica. Asimismo, se ha mostra-
do que, con respecto a las redes neuronales (NN) tradicionales, el nimero de capas es un
parametro muy importante. Esto se traduce en que es normal que el niimero de parame-
tros por ajustar ronde en los millones, el tiempo de entrenamiento ronde en las semanas y
el nimero de muestras para el entrenamiento este en el orden de las decenas de millones.
Ciertamente, esto comienza a colocar la disciplina mas alld de la computadora de escritorio
normal. Sin embargo, los resultados obtenidos parecen apuntar a que continuara habiendo
un fuerte impulso en esta direccion.

Algunas arquitecturas conocidas incluyen: LeNet, la primera CNN, desarrollada pa-
ra identificar digitos por Yan LeCun en los 1990’s[34]; AlexNet, la CNN que las popu-
lariz6 con su desempeno en Imagenet Large Scale Visual Recognition Challenge(ILSVRC)
en 2012[32]; ZFNet, la ganadora en el ILSVRC 2013, donde esencialmente se afinaron los
pardametros de AlexNet[72]; GoogleNet, la ganadora del ILSVRC 2014 reduciendo el niimero
de pardmetros[63]; VGGNet, la cual con sus 16 capas CONV/FC y solo ejecutaba convolu-
ciones de 3 x 3 y sumarizaciones 2 X 2, mostré que la profundidad juega un rol primordial en
las CNN[60]; ResNet, con 138M de pardametros, resulté la ganadora del ILSVRC 2015]26]; de
forma interesante, en el 2016 los ganadores ensamblaron seis modelos, por lo que se puede
decir que no hubo avances significativos en las arquitecturas propuestas[52].

8.1. Definicion de la Arquitectura

Las CNN son una arquitectura de red neuronal especializada en el trabajo con imagenes.
Por su origen, comparten con las NN algunos aspectos fundamentales. Por ejemplo, en ambos
casos, el aprendizaje de los pesos es mediante back propagation. En ambos casos una neurona
recibe entradas que son pesadas mediante un producto punto y con el resultado se realiza una
transformacion no lineal. Asimismo, en ambos casos hay una funcién de pérdida diferenciable.
En una CNN las neuronas son agrupadas en capas tridimensionales (que tienen una anchura,
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Mapas Mapas Mapas
Entradas Caracteristicas Caracteristicas Caracteristicas Salidas
3@32x32 8@32x32 B@32x32 B@16x16 10

CONV RelU POOL Completamente
5x5 kernel 1x1 kernel 2x2 kernel Conectada

Figura 8.1: Ejemplo de arquitectura de una CNN con CONV— ReLLU — POOL. Una imagen
de color con 32 x 32 pixeles de resoluciéon es convolucionada con 8 filtros. Enseguida, este
banco de imagenes pasa por una funciéon no lineal ReLLU. Luego, una funciéon de POOL
extrae las respuestas mas grandes reduciendo la resolucién de los datos espaciales a la mitad.
Figura creada con draw_convnet de Gavin Weiguang Ding.

altura y profundidad) que se conectan una tras otra mediante una funcién diferenciable que
puede requerir o no parametros. Por ejemplo, una imagen de m X n X 3 requiere una capa
de entrada de 3mn neuronas. Las neuronas en las capas siguientes seran conectadas a una
pequena regién de la capa anterior, no a todas las neuronas. Al final, la capa de salida tendra
dimensiones 1 x 1 x K, correspondiendo a las K clases de interés.

Hay tres tipos de capas en una CNN: Convoluciones (CONV), Sumarizado (POOL) y
Completamente Conectadas (FC). Por ejemplo, supéngase que se tiene una CNN que toma
imagenes de 32 x 32 x 3, pretende distinguir entre 10 clases y tiene la siguiente arquitectura:
INPUT-CONV-RELU-POOL-FC. Las capas tienen la siguiente interpretacién (ver Figura

5.1):
= [INPUT. Es una capa de 32 x 32 x 3, la cual tendré la imagen de color.

» CONV. Esta capa calculara la salida de las neuronas en una region de la imagen de
entrada. En cada region se calcula un producto punto entre los pesos y una pequena
region conectada a la entrada. Si se tienen 8 filtros, se tendra un volumen de 32 x 32 x 8
unidades.

» RELU. En esta capa se aplica la funcién de activacién max(0, z), elemento por elemen-
to. Esto deja el volumen en 32 x 32 x 8 unidades.

= POOL. En esta capa se hace una sumarizacion sobre la parte espacial de la imagen,
seleccionado solo algunos elementos de ella. Por ejemplo, puede ser que el volumen
resultante sea de 16 x 16 x 8.

= FC. En esta capa se calculan los scores resultando en un volumen de tamano 1 x 1 x 10.
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En este ejemplo, las capas CONV/FC haran transformaciones que son funcién del volumen
de entrada, los pesos y los sesgos. Las capas son entrenadas con gradiente descendente. Las
capas RELU/POOL implementan una funcién fija.

Las CNN pueden construirse con capas CONV, POOL, RELU y FC. Por ejemplo

INPUT — [[CONV — RELU] x N — POOL?] x M — [FC — RELU]K — FC,  (8.1)

donde X indica repeticién, POOL? una capa de sumarizacién opcional, N > 0 (usualmente
N <3), M >0,K >0 (usualmente K < 3). Por regla de dedo, se prefiere muchos CONV
con filtros pequenos que un CONV con un campo receptivo grande. Esto debido a que entre
cada CONV hay normalmente una funcién no lineal.

Capa CONYV. Durante la etapa de procesamiento de la red, las entradas con convoluciona-
das con filtros sobre las dimensiones de anchura y altura. Esto genera un mapa de activacién
en 2D. La convolucion se realiza entre las entradas y los pesos. La CNN aprendera los filtros
mas apropiados que se activaran cuando alguna caracteristica, tal como un contorno en al-
guna orientacion o una regién de un cierto color esté presente en la primera capa, o algunas
caracteristicas mas complejas en capas posteriores de la red. Cada filtro aplicado produce
mapas de activacion bidimensionales separados. La extension de la conectividad es llamado
campo receptivo de la neurona y se regula con un hiperparametro. Las conexiones son locales
en espacio pero siempre completas sobre la profundidad del volumen de entrada.

Capa POOL. La funcién de la capa POOL es reducir gradualmente el tamano espacial de
la representacion, reducir el nimero de parametros y evitar overfitting. En comun insertar una
capa de sumarizacion entre capas de convolucion. La capa de sumarizacion usa la operacién
max. La forma méas comun es aplicarla sobre una vecindad de 2 x 2 con un paso de 2, logrando
con ello descartar el 75 % de las activaciones.

8.2. Clasificacion Lineal

Una red neuronal funciona como una transformacion no lineal de las entradas. La expec-
tativa es que en ese nuevo espacio, uno pueda distinguir las clases mediante un hiperplano.
En las arquitecturas actuales, las opciones son utilizar ya sea una SVM multiclase o un
clasificador Softmax. Aqui exploramos ambos.

Primero, partimos del supuesto de que si x; € R”, para i = 1,..., N, representa una
imagen que tiene una etiqueta y; € {1,..., K}, entonces f podria ser definida como una
funcién que mapea de pixeles al score de pertenencia a la clase,

f:RP - RE. (8.2)

Un ejemplo de esta funcién podria ser un clasificador lineal, definido como
f(XZ', W) = WXi + b, (83)

donde Wk« p es una matriz de pesos y bx 1 un vector de sesgo. En este sentido, las hileras
de W pueden ser interpretadas como la descripcién de las lineas que separan las clases. Abu-
sando de la notacion, antes de proceder a realizar las operaciones de clasificaciéon podriamos
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incluir una columna de unos a W y un uno a cada vector x; de tal forma de utilizar la
representacion

f(Xi, W, b) = WXi. (84)

8.2.1. Clasificador SVM

Con respecto al problema de clasificaciéon multiclase usando SVM, el criterio de asignacion
es que el score de la clase correcta debe ser mayor que el resto por al menos un valor de
margen A[19]. Si definimos la funcién de score como

donde w; corresponde a la j-ésima linea de discriminacién, o j-ésima columna de W7,
entonces la funcion de pérdida SVM para la i-ésima clase podria definirse como

L= Z max(0, s; — sy, + A),
J#Yi
= Z max(0, W;TFXZ' — W;‘ZXi +A),
J#Yi

(8.6)

conocida como hinge loss function. Por ejemplo, si se tuvieran tres clases con scores s =
(13, —7,11), un valor minimo de margen A = 10, y la primera fuera la clase verdadera, la
funcién de pérdida seria

Ly = max(0, 52 — s1 + A) + max(0, s3 — s1 + A),

, / (8.7)
= max(0, —7 — 13 + 10) + max(0,11 — 13 + 10) = 21.
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max (0,1 + w’x;)

N

max(0, 1 + m

max(0,1 + wlxy)

Figura 8.3: Clasificaciéon mediante SVM multiclase. El clasificador SVM optimiza la llamada
hinge loss function. Para el conjunto de los parametros bajo consideracién esto resulta en
una funcion céncava.

Dada la interpretacién geométrica de la ecuacion de la linea recta, hay un factor de escala
que hay que ajustar. En SVM multiclase, se quiere minimizar la magnitud de W, R(W),
definida como

RW)=> "> wy. (8.8)

k=1 I=1
Asf pues, la funcién de pérdida queda definida como (ver Figura [8.3)

N
1
L==Y L,+AR(W), .
NZ +AR(W) (8.9)

donde A es el multiplicador de Lagrange y N es el nimero de muestras. En la practica, el
valor de A se deja igual a uno y se deja el peso de la regularizacion al factor A.

8.2.2. Clasificador Softmax

El clasificador Softmax es una generalizacion del clasificador binario de regresion logistica
para el caso multidimensional. La funcién de pérdida cambia a

K
exp (fy,)
L; = —log K—y = —fyu + Ingexp (f3) (8.10)
> exp(f) o~
j=1
donde f; es el j-ésimo elemento del vector f = (fi,..., fx)T de scores para las clases. La

funcién de pérdida completa corresponde a ({8.9)).

8.3. Aspectos Estaticos de una CNN

Antes de proceder a entrenar la CNN es recomendable preprocesar los datos con la
finalidad de centralizarlos y que su valor medio sea igual a cero y normalizar las entradas
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para que su desviacién estandar sea uno[35].

8.3.1. Preproceso de los Datos

Sea X = (x1,...,Xy), el conjunto de datos, cuya dimensionalidad es D. El centrado
requiere sustraer el valor medio, X, lo cual puede llevarse a cabo con la operacion

X, =X —x17, (8.11)

donde 1 es un vector de N dimensiones.

Para la normalizacién se requiere que las caracteristicas tengan desviacion estandar uni-
taria en cada una de las dimensiones. Para ello, sea 0 = (01,...,0p) el vector de D x 1
con las desviaciones estandar sobre las caracteristicas. En adicion sea la representacion de
X = (uy,...,up)? la representacién de los renglones de X. La operacién de centralizacién
y normalizacién sobre las caracteristicas seria

u; _ﬁz

0= (8.12)

0;

8.3.2. Inicializacion de los Pesos

Si los pesos W se inicializan a ceros, las neuronas calcularian la misma salida, con lo
cual tendrian los mismos gradientes y las mismas actualizaciones de parametros. Hay varios
esquemas de inicializacién. Uno de ellos consiste en proporcionar un pequeno valor aleatorio
con funcion de distribucién de probabilidad Gaussiana que rompa la simetria. La distribu-
cion de las salidas de una neurona inicializada aleatoriamente tiene varianza que crece con
el nimero de entradas. Lo conveniente es normalizar la varianza de cada neurona a uno
escalando su vector de pesos por la raiz cuadrada del nimero de entradas. Asi los pesos se

inicializan con
matrix de n X n con ruido Gaussiano

W = NG , (8.13)

donde n es el numero de entradas.

8.3.3. Regularizacién

La regularizacién controla la capacidad de la NN para evitar overfitting. Las opciones
de regularizacién se aplican sobre e incluyen[35, 130]:

Regularizaciéon Euclideana. Sigue la formulacion %)\wQ, donde A es el grado de la regu-
larizacion. Su efecto es usar todas las entradas un poco, contrario a usar algunas pocas

entradas mucho.

Regularizacién de Manhattan. Sigue la formulacién A w|, en la practica algunos de los
pesos se hacen cero, haciendo una suerte de seleccion de caracteristicas.
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MaxNorm. Estas restricciones forzan a que la magnitud de w no sobrepase de un cierto
valor absoluto. En la préactica, la actualizacién de los pardmetros es hecha como de
costumbre y entonces el vector de pesos es limitado para [|[w|s < ¢, para valores
tipicos de ¢ de 2 o 4.

Dropout. Durante entrenamiento, dropout mantiene una neurona activa con una probabi-
lidad P (un hiperpardmetro) o de otra forma la pone a cero.

El dropout solo de aplica en la etapa de entrenamiento. En esa etapa, el valor esperado
es zp + (1 — p)0. Sin embargo, ya en la etapa de pruebas se tiene que hacer x — px
para mantener el mismo valor esperado.

En la practica, es comuin usar una regularizacién Ly cuya constante A\ se calcula via cross-
validation.

8.4. Aspectos Dinamicos de una CNN

El entrenamiento de una CNN es muy largo y puede estar en el orden de dias. Algunos
aspectos que pueden ser monitoreados durante ese tiempo incluyen[35, [30]:

= Hay que verificar que se obtiene la pérdida esperada al inicializar con valores pequenos
para los pardametros. Es mejor verificar el término de pérdida de los datos por separado.
El incrementar la contribucion del término de regularizacion se deberia incrementar el
valor de la pérdida. Conviene, por ejemplo, tomar un pequeno subconjunto de datos y
verificar que se puede llegar a un costo cero, al hacer overfitting sobre esos datos.

= Durante el proceso conviene estar verificando el comportamiento, por ejemplo con
graficas que se actualicen en cada época.

» La funcion de pérdida es evaluada en subconjuntos de datos de entrenamiento, por lo
que puede mostrar oscilaciones. En todo caso, el cociente entre el error entre el conjunto
de entrenamiento y el conjunto de validacién puede ser un indicador. Por ejemplo, si hay
una variacion pequena sobre el desempeno cuando analizamos el conjunto de validacion
puede significar overfitting en los datos de entrenamiento.

= Kl cociente entre el valor de las actualizaciones de los pesos y la magnitud de los
gradientes debe ser aproximadamente 1072, Si es mayor, la tasa de aprendizaje puede
ser muy alta. Si es menor, la tasa de aprendizaje puede ser muy baja.

= Una mala inicializaciéon puede reducir o parar el proceso de aprendizaje. Una forma
de hacer el diagnostico de esta situacion es graficar los histogramas de activacién o

gradiente para todas las capas de la NN.

= Las caracteristicas de la primera capa pueden visualizarse y muestran las clases que se
desea aprender.
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digitos 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
muestras 1,272 1,389 1,273 1,316 1,285 1,104 1279 1,258 1,186 1,239

Cuadro 8.1: Distribucion de digitos en la muestra utilizada para probar la CNN LeNet con
la base de datos de MINIST

8.5. Ejemplo de MNIST

MNIST es el ejemplo Hola Mundo para CNN. MNIST se compone de decenas de miles
de imagenes correspondientes a digitos numéricos escritos a mano (ver Figura . La base
de datos puede dividirse comodamente en decenas de miles de imagenes para entrenamiento,
prueba y validacion. Cada imagen tiene una resolucion de 28 x 28 pixeles, cuyo valor para
pixel es un nimero real entre cero y uno.

Para este ejercicio utilizamos la CNN LeNet, la cual se define como[34]

INPUT — [[CONV — TANH] — POOL] x 2 — [FC — TANH]10 — FC, (8.14)

donde TANH es la tangente hiperbdlica, como en . Para este ejercicio en particular,
utilizamos 42,000 digitos de la base de datos MNIST. De ellos, escogimos el 70 % (29,399)
de las imégenes para entrenar y el 30% (12,601) imdgenes para probar. El tiempo para
entrenar una red de este tipo es de 196 segundos (3 minutos y 16 segundos) en el CPU.
El uso de una GPU puede reducir en érdenes de magnitud el tiempo de procesamiento.
Para el entrenamiento se utilizaron grupos de 100 imagenes escogidos aleatoriamente para
calcular el gradiente, en una técnica conocida como stochastic gradient descend[[7]. La tasa
de aprendizaje a fue de 0.05. Para este ejemplo, se realizaron 6 iteraciones sobre los datos
de entrenamiento. El incremento de la precisién con cada iteracién se muestra en la Figura
8.4(a). Para entrenamiento, la distribucién de digitos sigue la distribucién que se muestra
en la Tabla la cual exhibe homegeneidad. La evaluacion del proceso de entrenamiento
se muestra en la Figura [8.4|b)

En un problema de reconocimiento de patrones, mucho se puede entender de los datos
por clasificar utilizando visualizacion de datos. Sin embargo, la visualizacién de datos mul-
tidimensionales es un reto. Para poder tener una intuicién de esto, considere a cada pixel
como representando una caracteristica dentro de un espacio multidimensional y al valor del
pixel como una posicién dentro de esta dimension. Esto resultara al conjunto de datos como
un subespacio dentro del espacio de las todas las imégenes posibles. El t-Distributed Stochas-
tic Neighbor Embeeding (t-SNE)[41] es una técnica de visualiacién de datos que preserva su
topologia, i.e., trata de tener los mismos vecinos, independientemente de la dimensionalidad
del espacio donde se visualice. De su representacion visual (ver Figura, uno podria con-
cluir que MNIST es una base de datos estructurada donde la distincién entre clases permite
un alto nivel de desempeno de los clasificadores.

Ejercicios

1. Instalar Caffe, MxNet, TensorFlow o alguna otra plataforma de CNN para implementar
el ejemplo de MNIST para la clasificacién de imégenes de digitos escritos a mano.
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Figura 8.4: MNIST usando la CNN LeNet. En (a) se muestra el incremento de la precisiéon
por epoca de entrenamiento para la base de datos MNIST usando la CNN LeNet. Luego,
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Figura 8.5: Visualizacion t-SNE de la base de datos del MNIST. Aqui se representa una
muestra aleatoria de 1,000 digitos de la base de datos del MNIST visualizados mediante
t-SNE.
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2. Explorar algunas arquitecturas como la de AlexNet o VGG para la deteccién de objetos.

3. Comparar el uso de CPU contra GPU en el tiempo requerido para entrenar un modelo
de CNN.
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CAPITULO

Entrenamiento de Redes Neuronales
Convolucionales

La tendencia en el aprendizaje profundo es hacia arquitecturas mas complejas, tal vez
con un mayor numero de capaz pero al mismo tiempo con un menor ntimero de parametros.
Esto trae como consecuencia la necesidad de tratar de forma explicita el overfitting mediante
esquemas de regularizacion, paro temprano y esquemas de dropout. El incremento la dimen-
sionalidad del espacio de parametros trae como consecuencia la necesidad de ganar intuicién
sobre los mecanismos de optimizacién de pardmetros. En este capitulo repasamos algunos
temas relacionados con esta problematica. Revisamos la arquitectura de Inception como una
forma de reducir el nimero de parametros, la regularizacion L; y Lo y algunos mecanismos
de optimizacion y la dificultad que enfrentan.

9.1. Modelo de Inception

Inception obtuvo el primer lugar en el ImageNet Large-Scale Visual Recognition Challenge
2014[63]. Mejoraron el uso de recursos dentro de la red al incrementar la profundidad y
anchura de la red manteniendo los recursos computacionales constantes. La propuesta de
Inception explora el asunto de tener una arquitectura que use parametros extra dispersos
pero explote el hardware actual y utilice cdlculo en matrices densas. Szegedy et al.[63] no
estan seguros de la razén por la cual la red tiene éxito e invitan a un mayor andlisis y
verificacién. Su s disenos de arquitectura se basaron en un principio Hebbiano, donde un
incremento en la plasticidad sinaptica surge por la repetida y persistente estimulacion de la
célula pos-sinaptica por la célula pre-sinaptica o en pocas palabras, las células que disparan
guntas se alambran juntas[40].

Una forma particular de Inception con 22 capas de profundidad fue llamada GoogleNet.
Con 1.5 mil millones de multiplicaciones y sumas, Inception usa 7 millones de parametros,
9x menos parametros que AlexNet[32]. Inception surge de la motivacién de incrementar el
nimero de capas o la anchura de cada capa con la finalidad de mejorar el desempenio. Sin
embargo, esto tiene el potencial de generar sobre-ajuste y la necesidad de incrementar los
recursos computacionales necesarios. En operacién la solucion de GoogleNet usa R-CNN
(Regions with Convolutional Neural Networks) [22] en donde se descompone el problema
de la deteccion en una parte de propuesta de regiones seguida de un clasificador CNN para
identificar categorias en ellas.
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Inception de basa en el concepto de red dentro de red (Lin et al.[38]), la cual puede ser
vista como una convolucién 1 x 1 seguida de activacion lineal rectificada [32]. Las convolu-
ciones 1 x 1 funcionan como sigue. Sea la salida de una capa de convolucién (N, F, H, W),
donde N es el tamano del batch, F' es el nimero de filtros de convolucion, H, W es la altura y
anchura. Las convoluciones 1 x 1 sirven para incrementar o reducir (en el caso de Inception)
la dimensionalidad en la direccién de las caracteristicas. Por ejemplo, sea una entrada de 256
niveles de profundidad seguida de una convoluciéon de 4 x 4 con 128 niveles de profundidad.
Si antes agregamos una convolucién de 1 x 1 con 64 niveles de profundidad entonces los
256 niveles de profundidad de la entrada se colapsaran, volviendo computacionalmente mas
eficiente la convolucién con los filtros de 4 x 4. En Inception las convoluciones 1 x 1 son
seguidas de activaciones de rectificacion lineal.

El modelo original de inception se presenta en la Figura (a). En la conocida como
Inception v3, capas mas profundas se han especializado[64]. Su diseno se presenta en la
Figura [9.1(b)-(d). Esta nueva versién de inception usa 5 mil millones de multiplicaciones
y sumas y usa menos de 25 millones de parametros. Algunos principios que llevaron a la
nueva arquitectura incluyen los siguientes: a) evitar cuellos de botella en la representacién,
especialmente en las primeras capas de la red; b) las representaciones de altas dimensiones
son mas faciles de procesar localmente en la red; c) la agregacién espacial puede ser hecha
en embebidos en dimensiones bajas sin pérdida de capacidad de representacién; y d) es
conveniente balancear la anchura y profundidad de la red.

9.2. Regularizacién

La regularizacion es el proceso mediante el cual se introduce informacién adicional a
un problema que no estd bien definido o restricciones que evitan que ocurra overfitting en
la solucién. Por ejemplo, en el caso de la visiéon por computadora, se tiene el problema de
que se quiere recuperar la informacion de estructura de un escenario tridimensional. Sin
embargo, lo que se tiene son proyecciones bidimensionales, por lo que en si, el problema
no tiene solucién. En este caso la introduccion de restricciones de suavidad o continuidad
puede hacer que el problema tenga solucion. En el caso de aprendizaje maquinal es comun
buscar un mapeo entre entradas y salidas. Puede llevar a darse el caso, por ejemplo en el
caso de las redes neuronales, donde el nimero de parametros sea muy grande y la solucién
tienda a hacer sobre ajuste de los datos de entrenamiento. En este caso igualmente, se puede
plantear alguna restriccion de costo sobre la magnitud de los parametros que permita obtener
soluciones con mayor capacidad de generalizacion.

Asi, dado un mapeo J(0;X,y), la regularizacién se ve como la operacién

J(0:X,y) = J(0; X,y) + aQ(6), (9.1)
donde 6 es el conjunto de parametros, o pasa la contribucién de la informacién adicional en
el problema, y €2 es la funcién que define las restricciones adicionales. En lo que sigue del
documento estudiamos algunos esquemas de regularizacion cominmente utilizados en redes
neuronales profundas.

Considere la regularizaciéon basado en la norma L,

~

J(0: X, y) = J(0: X, y) +a 0] (9.2)
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Figura 9.1: Representacion grafica del modelo de inception. Imagenes obtenidas de Szegedy
et al.[64].
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Figura 9.2: Soluciéon por minimos cuadrados con regularizacion L;. Sobre un modelo cuadrati-
co subyacente se definen 11 puntos con ruido. Aplicando el mecanismo de minimizacién de
pérdida con regularizacién L; se tiene la solucién (a) para o = 0.001, donde el modelo ajusta
razonablemente bien, y a = 100, donde el modelo requiere mayor complejidad.

donde el gradiente esta dado por
Vo (0;X,y) = VoJ(6;X,y) + o signo(8), para | 6 |> 0. (9.3)

Mientras que para la normal L, se tiene la funcion

A

J(6:X,y) = J(6:X,y) + 50876, (9.4)

donde el gradiente esta dado por
Vo (6;X,y) = Vo J(0; X, y) + ab. (9.5)

Esto puede apreciarse en la Figura [9.3]

9.2.1. Ilustracion del Proceso de Regularizacién

Supéngase que se tiene un conjunto de puntos (x;,y;) para i = 1,...,m, y un modelo
polinomial que se quiere ajustar a ellos, tal como

o (9.6)
y = X6.

donde X = (x1,...,%m)T vy = (y1,...,ym)? corresponden al conjunto de los puntos embe-
bidos en el modelo. La funcién de pérdida con regularizaciéon L; podria plantearse como

J(0:X.y) = 3 (X0 y)" (X6~ y) +0] 6], (9.7
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con un gradiente dado por la funciéon
Vo (0;X,y) = XT (X0 — y) + « signo (6), (9.8)

donde la funcién signo se aplica a cada componente. Por su lado, en el caso de regularizacion
Lo, la funcién de pérdida con regularizacion podria plantearse como

. 1 1
J(0:X,y) = 5 (X0 —y)" (X0 —y) + 5070, (9.9)
con un gradiente dado por la funcién
Vo (0;X,y) = X" (X0 —y) + ab. (9.10)

En ambos casos, el valor 6ptimo de los pardmetros podria encontrarse por descenso por
gradiente mediante el esquema de iteracién

0" =0~ + pVeJ(0;X,y). (9.11)

En ambos casos, cuando el valor de o = 0 se tiene el esquema normal sin restricciones,
mientras que cuando el valor de « se incrementa se tienen soluciones mas suaves. Por ejemplo,
considere la Figurdd.5| donde se presenta un ejemplo de regularizacién para un modelo
polinomial de grado 11, donde el valor de a se escoge como 0.1 o 100. En el primer caso, la
solucion ajuste razonablemente bien al modelo subyacente mientras que en el segundo caso
el modelo parece requerir mayor complejidad. El modelo L, tiene popularidad pues permite
que algunos valores sean cero, de ser posible. La razon para ello es explicada en la siguiente
seccion.

9.2.2. Restricciones L; y Lo

Las restricciones L; y Lo tienen la forma Q(0) =« | 6 | y 2(0) = 1/2a070, respectiva-
mente. La diferencia entre ellas podria quedar ilustrada en el siguiente ejemplo, tomado de
un grupo de discusién. Supdngase que se tiene un vector x = (1, €), para un nimero pequeno
e > 0. Las normas Ly y Ly para este caso son

[xh=111+Tel=1+e¢

9.12
| x [2=1 + € =1+¢€, (9.12)

Supdngase ahora que se busca la reduccién de x por una cantidad 0 < e. Si la reduccién
ocurre en el primer componente de x, entonces el valor de 1 pasa a ser 1 — 9§, por ejemplo
con el vector x' = (1 — 4, ¢)T. Como consecuencia el valor de las normas pasa a ser

[ X' h=[1=0]+]el=1-d+¢

9.13
| X Jo=(1 =62+ =1—25+6%+ . (9.13)

Por otro lado, si la reduccién es en el segundo componente, entonces el valor de € para a ser
€ — ¢, por ejemplo con el vector x” = (1,¢ — §)T. Como consecuencia el valor de las normas
pasa a ser

[ x"li=111+]e=dl=1+e-d=1-0b+¢

9.14
| X" |o=12 4+ (e = 6)> = 1 + € — 20e + 0% = 1 — 20e + 6% + €2 (9.14)
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Figura 9.3: Funciones | x | y 1/22% Para | z | el gradiente (subgradiente) se mantiene
constante. Para 1/22? entre més pequeiio es el valor de la funcién, su gradiente es més
pequeno. Esto hace sea mas dificil llegar cero en la funcién cuadratica al utilizar descenso
por gradiente.

Como se puede observar, en la norma L; una reduccién en cualquiera de los dos componentes
resulta en la misma magnitud del vector. Por su lado, en la norma Ly la magnitud del
resultado depende de la magnitud del componente en donde ocurre la reduccién. De hecho,
entre mas pequeno es el valor original del componente sobre el que ocurre la reduccion, menor
sera el impacto sobre el valor de la norma.

9.2.3. Terminacion Temprana como Regularizacién

Las siguientes notas se basan en el libro de Goodfellow.
La funcién de costo puede expandirse en términos de su serie de Taylor como

Jw) = Jw*) + (0 — VI (w) + %(w YT H(w — W) 4 (9.15)

donde H es el Hessiano y ¢ corresponde a los términos cubico y superior. En el caso en que
J tenga forma cuadratica, la aproximacion de Taylor es exacta y el gradiente y los términos
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arriba del cuadratico desaparecen. Esto resulta en la funcion
Vol (W) = H(w — w*). (9.16)

Si incluimos regularizacion, y resolvemos ahora para la variable regularizada @, etonces
podemos tener la expresion

H(® —w")+ aw =0,
Ho — Hw* 4 aw =0,
(H — ol)@ = Hu*

O = (H—ol) "Hw*

(9.17)

La matriz H es real y simétrica. Por ello, acepta una descomposicién en eigenvalores y
eigenvectores de la forma H = QAQT. Resolviendo la descomposicién para la ecuacién
anterior, recordando que Q7 = Q~!, tenemos

= (H - oI)"'Huw’

= (QAQ" — o) 'QAQT W

= (Q(AQ" — QD)) 'QAQT W

= (Q(A - aQ'1Q)QT) 'QAQ"

= (Q(A —&I)QT)_lQAQTW* (9.18)
(Q") (A —al)'QH)QAQTW

= (Q(A —OéI) 'QH)QAQ W

Q(A — aI)'AQTw"

(A — aI)'AQ"w

Qo =
La siguiente igualdad puede ser demostrada

A—al)'A=T—(A+al)™!
(A—aD)'A+(A+aol)ta =1,
(A—al) ' (A +al) =1,
I=1

(9.19)

Terminacion temprana es el procedimiento mediante el cual tomamos el valor de los pesos
de la red cuando mientras el error de entrenamiento comienza a bajar, el error de prueba
comienza a subir. En el proceso de descenso por gradiente, los nuevos pesos son actualizados
iterativamente, siguiendo el esquema

W =w T 4 eV, J (WY, (9.20)
donde, para una ecuacién cuadrética, el minimo ocurre cuando ({9.16)) se cumple. Esto resulta
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en
W =™l H(w — W),
=Tt — eHw ! + eHw",
=(I— eH)w™ ! + eHw",
W —w =1 —eH)w ' —w* + eHw*,
W —w =I—eH)w ! — (I—eH)w",
Wl —w* =(I—eH) (W —w").
Reescribiendo H nuevamente en términos de su descomposicion en valores singulares tenemos
W — W =(1— eQAQT)(w ™ — ),
Wl =W =Q(Q'T - eAQT) (W — ),
W — W =Q(QTIQ — eN)Q (W — w),
Wl —w* =Q(I — eA)QT (W™ — w*).

(9.21)

(9.22)

Si suponemos que en 7 = 0, w® = 0, entonces el valor de w! estard dado por
w! —w =Q(I-eA)Q" (—w),
wh—w = - QI —eN)Q W,
w' —w' = - QIQTw* — eAQ W),
w' —w* = - QIQ w* + eQAQ"w*,
w' —w* =(—QI + eQA)QTw", (9.23)
w' =Q(~T+ eA)Q"w" +w" = (-QIQ" + eQAQ" )w" + w" = eQAQT,
QTw! =(—I+ eAN)Qw* + QT w,
QW' =((-T+eA) +1)QTw",
Q'w' =(I—(I—eA))Q"w,
En 7 =1, el valor de w? estard dado por
W - Q- QT (W ),
W — " =Q = A)QT ((QAQTW" — w),
W — ' =Q(I - eh)(€QTQAQTW" — QTw?),
W? — " =(QI - €QA)(AQTw" — QTw"),
w? —w* =QI(eAQTw* — QTw*) — eQA(eAQTw* — QT w"),
w? —w* =eQINQTw* — QIQTw* — eeQAAQT W* + eQAQT W™,
w? —w* =eQAQTw* — Iw* — EQA’QTw* + eQAQT W™,
w? —w* = — QI — 2eA + A Q7w
w? = — QI — 2eA + EA)QTw* + W,
QTw? = — QTQ(I — 26A + A1)QTw* + Q7w
Tw? =(—(I = 2eA + EA?) + 1)QTwr,
QTw? =(I— (I—eA)?)QTw".

(9.24)
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Figura 9.4: Ilustracién de la funcién XOR. Se ilustra como no hay una funcién lineal que
separe las muestras rojas de las azules (mejor vista en color).

(a) XOR (b) XOR ResNet

Figura 9.5: Redes neuronales para resolver el problema del XOR.

De donde se puede deducir que en general
Q'w” =I— (I—eN)")QTw™. (9.25)
Con ello puede apreciarse que terminacién temprana y regularizacién son equivalentes cuando

(I—eA) =(A+al) o (9.26)

9.3. Proceso de Optimizacién

Los esquemas de optimizacion para aprendizaje profundo siguen alguna variante de des-
censo por gradiente. En ellos, un valor inicial busca su camino hacia un valor minimo. Siendo
un espacio multidimensional, con funciones de pérdidas no lineales, los minimos locales abun-
dan.

9.3.1. Optimizacion de Redes Neuronales

Para ilustrar la dificultad en la bisqueda del valor minimo para los parametros, considere
el caso de la funcion XOR. La funcién XOR es un mapeo légico con la siguiente tabla de
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verdad

A

——= O O
— O~ O
O = = O

Tal como se ilustra en la Figura[9.4] no hay una funcién en 2D que separe las clases {0, 1}[44].
Una red que pudiera resolver el XOR pudiera ser construida mediante la funcion

W, e wh b)) =0 (méx {01><2, xTW + CT} w + b) ,
donde o corresponde a la funcion sigmoide

B 1
S l4e

a(v)

Para el conjunto de parametros = {W,c?, w’, b}, una funcién que pudiera identificar
la pérdida podria ser
J(0;X) =] f(X) - f(X;0) |3 -

Note que mientras que f* estd definida para cuatro puntos, f estd definida para x € R2.
Uno podria realizar el aprendizaje mediante descenso por gradiente mediante la formu-
lacion
0" « 0" + pVeJ(0),
donde p = 0.01 es la tasa de aprendizaje. Otra arquitectura para resolver el problema del
XOR podria ser al estilo de ResNet[27]. Esta podria ser construida mediante

fx":0) =0 <./T"(XT; 0) + %XT]_ + b) ,
donde
F(x";0) = méx {0142, x' W+ } w.

Uno puede ganar intuicion sobre la naturaleza del espacio de busqueda mediante procesos
consecutivos de optimizacién. Asi, al inicializar los parametros § = {W,c,w,b} de forma
aleatoria siguiendo una distribucién normal con media cero y desviacion estandar 0.35, en-
trenamos a la red neuronal para minimizar la funcién de costo. Si repetimos el proceso 1,000
veces, el valor de la funcién de pérdida seguiria la distribucién ilustrada en la Figura[9.6] Los
dos espacios de solucién se presentan en la Figura 0.8 En ella, las clases se presentan por
colores rojo y azul. Uno de ellos corresponde a una solucién concava y otro a una solucién
convexa.

Uno puede concluir que en el proceso de minimizacién, la inicializaciéon es crucial para
llegar a una solucion satisfactoria. Al comparar una arquitectura canénica y una arquitectura
ResNet notamos que es més probable que se encuentre una solucién en ResNet. No obstante,
es mas probable que la soluciéon ResNet sea incorrecta. Para una muestra de inicializaciones
aleatorias, la arquitectura de ResNet condujo a un mayor nimero de clasificadores correctos
que la implementacién de candnica. Por otro lado, las soluciones estan repartidas a lo largo
del espacio de los pardametros.
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Figura 9.7: Espacio t-SNE para los valores iniciales de los parametros.
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Para ilustrar la distribucion de los valores iniciales para los parametros, proyectamos los
parametros 6 en el espacio t-SNE, que conducen a clasificadores correctos (puntos rojos) y
clasificadores incorrectos (puntos azules) (Figure . En el fondo, ilustramos el valores de
pérdida interpolados correspondientes a los valores de los parametros iniciales en el espacio t-
SNE. Por su parte en ResNet, las areas donde la pérdida es baja parecen ser mas abundantes.
No obstante, existen clasificadores correctos en areas de baja pérdida y areas de pérdida
relativamente alta. Ademds, podemos encontrar clasificadores incorrectos en areas de baja
pérdida.

9.3.2. Esquemas de Optimizacion

Algunos de los esquemas de optimizacién para redes neuronales mas utilizados incluyen
los siguientes.

Descenso por gradiente estocastico (SGD). SGD toma el promedio del gradiente de
un minibatch de m muestras. Es decir,

1
g —V L is 07 1)y 9.27
g%nle% (x50, i) (9.27)
y aplica el siguiente esquema de actualizacion de los parametros.
0« 60— eg. (9.28)

Momentum. El método de momentum acumula un promedio sobre una serie de observa-
ciones para evitar ser atrapado en minimos locales.

1
7 av — — 3" Lix;;0.y; 2
Vi av —eVy (m : (Xl,é,yl>, (9.29)

y aplica el esquema de actualizacion de los parametros
00—, (9.30)

donde v es un vector que describe una masa unitaria moviéndose a una velocidad vectorial
V.

Momentum de Nesterov. El método de momentum de Nesterov es una variante del
método anterior cuyas ecuaciones son

1
v — - L “9 ,Yi | 9.31
V< av eVQ(mZi (x +avy> (9.31)

y aplica el esquema de actualizacion de los parametros

06—, (9.32)
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donde v es un vector que describe una masa unitaria moviéndose a una velocidad vectorial
V.

Como una forma de ilustracion vamos a considerar el esquema de optimizacién conocido
como Adams, el cual utiliza el primer y segundo momentos del gradiente[31]. El método es
descrito en el Algoritmdbl Como ejemplo considere la funcién

y = ar® + br +c, (9.33)

con a = 0.5, b =2y ¢ = 10. Supongamos que inicialmente el valor del pardmetro § = 4. El
algoritmo calcula el gradiente, gy, actualiza el estimado del primer momento my, actualiza
el estimado del segundo momento vy, corrige el sesgo de los momentos, My v U, y actualiza
el valor del parametro mediante el esquema

Hk — ek,1 — Oémk/(\/'f)_k + 6), (934)

para un valor de e arbitrariamente pequeno pero mayor que cero. La Figura muestra el
ejemplo de correr el algoritmo de optimizacién para nuestro ejemplo. Note en las subfiguras
(a) y (b) como el pardmetro converge hacia la solucién. El resto de las subfiguras muestra la
evolucion de las variables auxiliares conforme avanza la ejecuén del algoritmo.
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Figura 9.9: Tlustracién del comportamiento del optimizador de Adams para una curva

cuadratica.

130



Llamada: 6 < Optimizacién (0, @)
Entradas: La constante de aprendizaje «, el valor inicial de los parametros 6.
Salidas : El valor 6ptimo de los parametros 6.

// hiper-parédmetros para la caida exponencial de los promedios
méviles

B1 = 0.9; Bs < 0.999;

// constante para evitar singularidades

€+ 1078,

// inicializacién del primero y segundo momento

m < 0;v + 0;

// inicializar pardmetros para la bisqueda del 6ptimo

k < 1;c + false;

while ¢ do

k<« k+1,;

// calcula gradiente

Gk < fp(Or—1);

// actualiza el estimado del primer momento

my = Bimp—1 + (1 — B1)gi;

// actualiza el estimado del segundo momento

vp = Bovp—1 + (1 — B2)g7;

// corrige el sesgo del primer momento

. < mg/(1 = Br);

// corrige el sesgo del segundo momento

Uy = Uk/(l - 52)5

// actualiza los parametros

Gk = (9]6,1 — Oémk/\/ @k + €]

// prueba de convergencia

c| 0 —0k1|<e¢

end

Algorithm 5: Algoritmo para la optimizacion de parametros por el método de

Adams.
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CAPITULO
Aprendizaje por Refuerzo

En dmbito de aprendizaje maquinal, el aprendizaje por refuerzo (reinforcement learning)
es una técnica en la cual agentes aprenden basados en recompensas. En contraposicion al
aprendizaje supervisado, en lugar de conjuntos de entrenamiento, el problema se define en
términos de un agente, un ambiente, un estado, las acciones y las recompensas[47]. Por
ejemplo, considere el ejemplo de blockout ilustrado en la Figura [10.1] El propésito del juego
de blockout es eliminar los bloques en la parte superior de la pantalla con el uso de una pelota
que rebota en las paredes y raqueta. Cuando la pelota pasa por los bloques los desintegra,
da una recompensa en la forma de puntos al jugador. Cuando la pelota pasa la raqueta, y
sale por la parte baja de la pantalla, el jugador pierde una vida. En un cierto momento, el
jugador puede mover la raqueta horizontalmente a uno u otro lado. Esto es particularmente
util cuando la pelota esta por salir del area de juego. Tocar la pelota permite que esta se
mueva hacia arriba, en la direccion de los bloques.

10.1. Esquema de Aprendizaje

En aprendizaje por refuerzo hay un conjunto de acciones que eventualmente producen
un estado. El objetivo del aprendizaje por refuerzo es disenar una estrategia de acciones o
politica para alcanzar un estado conocido como meta. Para alcanzar la meta, tipicamente
nos interesa maximizar la funcién valor-accion [46]

Q*(s,a) = mixE (Tt + Y1 + 72Tt+2 +o s =50 = CWT) ) (10.1)

para una constante de reducciéon 0 < v < 1 que refleja el plazo en el cual una recompensa
7 es recibida, una observacién s que resulta en una accién a, bajo una politica 7 = P(a | s)
la cual es producto de una accién dada cierta observacion, en un tiempo t. Por ejemplo,
supongamos que se tienen una recompensa r; = 2, un valor de descuento v = 0.9, y dos
estados ¢ y t + 1 con la siguiente relacion de acciones y ()-valores.

t t+1
acciéon  (Q-valor accion ()-valor
Q 4 o} 3
15} 2 1G] 4
¥ 6 vy 1

Entonces, para la accién « en el tiempo ¢, los valores de actualizaciéon corresponden a
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Figura 10.1: Pantalla del juego Blockout. El proposito del juego es eliminar los bloques
en la parte superior de la pantalla con el uso de una pelota que rebota en las paredes y
raqueta. Cuando la pelota pasa por los bloques los desintegra, da una recompensa en la
forma de puntos al jugador. Cuando la pelota pasa la raqueta, y sale por la parte baja de
la pantalla, el jugador pierde una vida. En un cierto momento, el jugador puede mover la
raqueta horizontalmente a uno u otro lado. Esto es particularmente 1til cuando la pelota
esta por salir del drea de juego. Tocar la pelota permite que esta se mueva hacia arriba, en
la direccion de los bloques.

Tt +7Q(St41,a)
24+0.9 x 3=4.7
2+09x%x4=56
24+09x1=29

de donde resulta un valor maximo de 5.6. Este valor es mayor al ()-valor de « en t. Durante
el entrenamiento se sigue una politica e-greedy, la cual consiste en escoger la opcién que mas
recompensa da, con una probabilidad de 1 — ¢, 6 una opcion completamente aleatoria con
una probabilidad de €. Siguiendo este proceso para las acciones de 3y -, los nuevos ()-valores
pudieran ser

t t+1
accion  (@Q-valor accion (Q-valor
« 5.6 o} 3
6] 5.6 6] 4
¥ 6 ¥ 1

dependiendo del resultado aleatorio de la politica de seleccion de acciones.
La combinacién entre aprendizaje por refuerzo y aprendizaje profundo ha dado lugar a lo
que se conoce como redes profundas @) (DQN), el cual fue introducido por Mnih et al.[46]. En

133



su propuesta, Mnih et al. aproximan la funcién Q(s, a; 6;), donde 6; son los pesos de la red en

la iteracion 7, mediante una CNN. Para el entrenamiento, su DQN usa una estrategia conocida

como repeticién de la experiencia (ezperience replay) donde un subconjunto o minibatch de

la experiencia del agente es utilizada para el aprendizaje. Esta experiencia se almacena en

la variable D, = {eq,..., e}, donde e, = (sy, ag, 14, $;11) para un momento en el tiempo t.
Con ello, la funcién de pérdida en la iteracion ¢ de define de acuerdo a la funcion

2
Lz(61> = IE(s,a,r,s’)NU(D) |:<T + I’IlE:LX Q(Slv CL/; ‘91_) - Q(Sv a; QZ)) :| ) (102)

donde (s,a,r,s’) ~ U(D) es un minibatch extraido de forma aleatoria y suponiendo una
distribucién D uniformemente distribuida, 6, son parametros de la red en la iteracién 7 y
0; son los pardmetros de la red para calcular el valor () en la iteraciéon i. Los parametros 6,
son actualizados con los pardmetros 6; cada C pasos.

En la practica, una secuencia de acciones y observaciones , §; = 1, a1, To, ag, . . ., 01Ty
son alimentadas al algoritmo. El objetivo del agente es interactuar con su entorno y selec-
cionar sus acciones de tal forma que se maximize su recompensa en el futuro, donde

Ri=> 4""ry, (10.3)
donde T es el momento en el tiempo en que el juego termina. La funciéon que maximizaria
el valor esperado seria

Q*(s,a) =maxE (R; | sy = s,a; = a, 7). (10.4)

Sin embargo, la identidad de Bellman[3] nos dice que si el valor éptimo Q*(s’,a’), para una
secuencia s', se conoce para todas las acciones a’, entonces la estrategia éptima consiste en
seleccionar la accién @’ que maximiza el valor esperado r + vQ*(s', a’). Es decir

Q*(s,a) =E, (r +7Q"(s',a’) | 5,a,7). (10.5)

El propésito de la red neuronal profunda es aproximar el valor de la funcién ), mediante
una serie de parametros ¢; como

y=r+ymixQ(s', a’;0;), (10.6)

Asi, la funcién de pérdida cambia con cada iteracién i y puede ser definida como

Lz(ez) - E(s,a,r,s’) [(y - Q(Sv a; 02))2} y (107)
y su derivada es
Vo, Li(63) = Eforor Kr Ty Qs a5 67) — Q(s.a en) V5,Q(s.a: ez-)] o (108)

donde el gradiente puede ser calculado mediante gradiente por descenso estocéstico (SGD).
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Los actuales esquemas de reinforcement learning siguen dos lazos principales de ejecucion
que corren en paralelo[54]. Durante el primer lazo, se ejecuta el juego y se colecta informacién.
En este lazo se guarda en el Replay Memory el estado del juego, el correspondiente ()-valor
y la recompensa. El segundo lazo se ejecuta cuando el Replay Memory esta llena. Primero se
realiza un recalculo de los Q-valores. Enseguida se realiza un proceso de entrenamiento de
la DQN para afinar los Q-valores actualizados. El conocimiento previo que se utiliza en el
entrenamiento corresponde a las imagenes, el score del juego, el nimero de posibles acciones
(pero no la correspondencia de la accién), y el conteo del niimero de vidas.

10.2. Implementacion

OpenAl Gym is una herramienta que permite correr simulaciéon de juegos y escenarios
para aplicar aprendizaje por refuerzo. Gym proporciona una descripcion del juego, incluyendo
los comandos de control, las imagenes dentro de la simulacién, y el inicio del juego. A
continuaciéon describimos la implementacion de ejemplo que proporciona keras-rl para el
juego de blockout (Figura. Por su lado, keras-rl es una herramienta para el aprendizaje
por refuerzo construida sobre keras, el cual a su vez es un front-end para TensorFlow.

La arquitectura de la red DQN tiene la siguiente estructura. Las entradas son imagenes
de 84 x 84 pixeles en 3 bandas de color. Luego vienen tres capas de convolucién seguidas de
activacion ReLLU. Las convoluciones generan 32, 64 y 64 filtros con tamano de mascara 8 x 8,
4 x4,y 3 x 3. Después de cada convolucion los datos son submuestreados con un stride de
4 x4, 2x2,1x 1. Enseguida de las capas de convolucion se tienen capas completamente
conectadas. La primera tiene 512 nodos. La segunda tiene un nimero de nodos igual al
numero de acciones del juego.

Durante el entrenamiento, las imagenes del juego de entrada son escaladas a imagenes
de 84 x 84 y transformadas en grises. La replay memory guarda registro de las acciones,
las recompensas, las terminales y las observaciones. La politica de operacién es e-greedy. En
ella, una accién es seleccionada con probabilidad eps. El valor de eps cambia de 1.0 a 0.1
en el transcurso de 1M pasos. El proceso de aprendizaje DQN se inicializa con v = 0.99.
Hay un conjunto de 50,000 pasos que se usan para inicializar el proceso. El modelo objetivo
se actualiza cada 10,000 pasos, y el intervalo de entrenamiento es de 4. La red se optimiza
usando Adams, y su tasa de aprendizaje es 0.00025. Se pidi6 al entrenamiento dar 1,750,000
pasos. Un intervalo se define como 10,000 pasos se guardan las variables que aparecen en la
Figura [10.2] En total hubo 4,075 episodios, cada episodio es un juego y esta compuesto de
varios pasos. La pérdida comenzé con 280 puntos de observacién sin valor. Luego tuvo un
pico en 2000 para finalmente establizare alrededor entre 1073 y 2 x 1073,
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CAPITULO
Redes Neuronales Recurrentes

Las Redes Neuronales Recurrentes (RNN) son una especie particular de redes neurona-
les donde se presentan ciclos. Esta caracteristica los hace interesantes para el estudio de
fenémenos dindmicos, i.e., el lenguaje visto como una secuencia de caracteres o el sonido
considerado como una secuencia de tonos.

11.1. Formulacion Candnica

Las redes neuronales recurrentes (RNN) permiten el procesamiento de informacién se-
cuencial. La diferencia que distingue a las RNN es el ciclo de retroalimentacion (ver Figura
. La RNN puede ser vista como una red tradicional si desdoblamos en tiempo su arqui-
tectura. Para cada paso de tiempo, las ecuaciones que definen la actualizacion estan dadas
por [24]

a' =b + Whi ! + Ux',
h' =tanh(a"),
o' =c+ VI,

y" =softmax(o"),

(11.1)

donde h* € R™ corresponde al estado oculto y que actua como el predictor de la salida, en
cada iteracién. En este sistema, los pesos W, U y V y los sesgos b y ¢ son compartidos
en la red y son los parametros que hay que optimizar. Tal como en casos anteriores, la
optimizacién se realiza con respecto a una funcién de pérdida, L. Por ejemplo, tal como
plantea Goodfellow et al.[24], si la pérdida estd dada por el negativo del logaritmo de la
verosimilitud tenemos

L:ZLt:—Zlogp(yt\Xl,...,xt). (11.2)
¢ ¢

El entrenamiento se realiza mediante back-propagation a través del tiempo (BPTT). Para
ello, back-propagation calcula las derivadas parciales. En el caso de la tltima capa, la derivada
esta dada por

oL
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Figura 11.1: Redes Neuronales Recurrentes (RNN). La caracteristica que distingue a la RNN
es su retroalimentacién, expresada con un tiempo de retraso. Aqui x es la entrada, o es la
salida y h la(s) capa(s) oculta(s). Respectivamente, W, U y V son los pesos asociados.

Por su lado, el gradiente de las salidas esta dado por

oL  OL L'

— S t
9ol ~ aLraor U -

donde el gradiente de la pérdida con respecto a las salidas, V- L, estd dado por la conjuncién
de los i-resultados individuales. En el tiempo final 7, h™ tiene como tinico descendiente a o”.
Por ello su gradiente esta dado por

oL 90" IL
ohT ~ 9h7 dor

Vi L = = VIV, L. (11.5)

En las etapas del grafo mas atrés en el tiempo, el gradiente de los nodos de las capas ocultas
reciben la contribucion de las salidas y de capas ocultas en el futuro. Es decir,

oL
vhtL :@7
_aht—H oL n do' IL
~ Hht Ohtt! | Oht dot’ (1L6)
_ oL oL
=WTdiag ({1 - (h§+1)2}i) Oht+1 + VT@’

=W'diag ({1 — (h{™")?*};) Ve L+ VI Vi L,
recordando que 9tanh(z)/0z = 1 — tanh?(z), y donde diag ({1 — (h{™")?};) es una matriz
diagonal conteniendo los i-elementos de hi*!.

Por su lado, los parametros correspondientes a los sesgos tienen derivadas parciales dadas
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por

oL  0odL
Vel =3¢ = 3c a0’
_Z(ﬁc) dot’
:Zvot[’a
t
0L  OhoL
Vil = ob  Oboh’

—Z (aht) a}fﬁ

= Z diag ({1 — (R{™")*};) Ve L.

(11.7)

(11.8)

Por su lado, los parametros correspondientes a los pesos tienen derivadas parciales dadas,

para V por
0oL  OL 0o
Wh=5v = doav
oL 80;?
=22 5 ,
= Z VL) (
para W por
oL 0L oh
Vwl =5w = ah oW’
B aht ’
_ Zdlag {1- hﬁ“)Q}i) (VL) (W17
t
y para W por
0L  OL 0h
Vol =55 = ah au’

—ZZ o (aht) |

= Zd1ag {1- hf+1)2}i) (Vi L) (Xt)T'
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W al = b+ Wht~! + Ux! W
h! = tanh(a’)

Figura 11.2: Nodo de una Redes Neuronales Recurrentes (RNN). Al interior de un node de
una RNN se realiza una operacion lineal que tiene como entrada el valor del nodo oculto del
tiempo anterior h'~! y el valor de la entrada en el tiempo actual x*. El resultado sirve como
entrada para una funcién de activacion no lineal.

El problema de las RNN es la dificultad para entrenarlas. Para entender por qué ocurre
esto, considere la relacion temporal en la capa oculta

h! = Wh'™!, (11.12)
dado un cierto valor inicial para la capa oculta h®, para el tiempo 7 se tiene la relacién
h™ = (W) 1, (11.13)

donde la matriz cuadrada W puede ser descompuesta como W = QAQ?. Sustituyendo esta
relacion en (|11.13)) tenemos
h” = (Q"A'Q) h’, (11.14)

de donde se puede apreciar que si los eigenvalores son menores a uno, estos tienden a des-
aparecer, mientras que si son mayores a uno tenderan a explotar. Los métodos que entrenan
una RNN pretenden mantener los eigenvalores cercanos a uno con la finalidad de evitar uno
u otro fenémeno.

11.2. RNN con Compuertas

Las RNN tienen en su capa oculta la evaluaciéon de una funcién lineal que recibe como
entrada el valor anterior de la capa oculta h'~! y el valor actual de la variable de entrada x!
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Figura 11.3: Nodo de una Redes Neuronales Recurrentes (RNN) tipo Long-Short Term Me-
mory (LSTM). Estas RNN integran compuertas de olvido f! (con sus respectivos pesos W/
y U7), para entrada externa g! (con sus respectivos pesos W9 y UY) y para la salida ¢¢ (con
sus respectivos pesos Wy U°). Las variables de entrada x* y ocultas h' = (hy, ..., hogpyra)”
definen, junto con los pesos y compuertas, el valor del estado sf, para un tiempo ¢ y una
célula 1.

(ver Figura . El resultado sirve de entrada a una funcién de activacion. La aplicacion
continua de estas operaciones tiene el problema de generar o desvanecimiento o saturacién
de los gradientes. El propdsito de las compuertas es reducir las magnitudes resultantes de
realizar el proceso de integracién a larga escala. Las compuertas tienen pesos entrenables.
Las principales formas de RNN con compuertas son las LSTM (Long-Short Term Memory)
y las GRU (Gated Recurrent Unit). Ambas han mostrado un nivel similar de desempefio,
aunque la GRU es considerablemente mas sencilla.

La Figura ilustra el funcionamiento de una LSTM. Las RNN tipo LSTM integran
compuertas de olvido f! (con sus respectivos pesos W/ y U7), para entrada externa g¢ (con

sus respectivos pesos W9 = (wf ..., wi)T y U9 = (uf,...,u)?) y para la salida ¢! (con
sus respectivos pesos W° = (w9, ..., w2)T y U° = (ug,...,u?)?). Las variables de entrada
x' y ocultas h' = (hy,...,h.)T definen, junto con los pesos y compuertas, el valor del estado
st, para un tiempo ¢ y nimero de célula i = 1,..., c. Las compuertas tienen una activacién

sigmoidal o que responde a una combinacién lineal de las entradas x! y el valor anterior de
la capa oculta h'~!.

La Figura ilustra el funcionamiento de una GRU. Las RNN tipo GRU integran
compuertas de actualizacién u! (con sus respectivos pesos W* = (w¥ ..., w")T y U* =
(u¥, ..., u)?), y reset r! (con sus respectivos pesos W™ = (wf, ..., wh)T yU" = (u],...,u’)7).
Las variables de entrada x‘, los pesos y compuertas definen el valor de la capa oculta
ht = (hy,...,h.)?, para un tiempo t y una célula i. Las compuertas tienen una activa-

cién sigmoidal o que responde a una combinacién lineal de las entradas x! y el valor anterior
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Figura 11.4: Nodo de una Redes Neuronales Recurrentes (RNN) tipo Gated Recurrent Unit
(GRU). Estas RNN integran compuertas de actualizacién u! (con sus respectivos pesos W*
y UY), y reset r! (con sus respectivos pesos W” y U") . Las variables de entrada x’, los pesos
y compuertas definen el valor de la capa oculta h® = (hy,..., h.)T, para un tiempo ¢ y una
célula 7.

de la capa oculta h'~!, y, en el caso de la definicién del valor de la capa oculta, la compuerta
de reset.

La Figura representa la operacion de una RNN multicapa para un ntimero variable
de entradas 7. Al inicio de la operacién cada capa es inicializada. Enseguida los elementos de
la secuencia son alimentados, uno en cada iteracion. Al final de la secuencia, la salida refleja
una evaluacién sobre la secuencia. Algunos ejemplos del uso de RNN incluyen el andlisis de
texto, y la prediccion de condiciones atmosféricas.

11.3. Procesamiento de Lenguaje Natural

En un experimento probamos un dispositivo para ayudar a personas con discapacidad
visual. Al término del experimento, les hicimos una entrevista para evaluar su grado de
satisfacciéon con la interaccion cuando usaban y cuando no usaban el dispositivo. Nuestro
problema ahora es evaluar esas respuestas de forma automaética para determinar si encon-
traron o no satisfaccién en la interaccion. Supongamos que se tiene una respuesta como: La
conversacion no fue buena. La palabra buena tiene una connotacion positiva, pero la palabra
no le da una connotacién negativa. Para un procesamiento de lenguaje natural, las palabras
de la oracién se convierten a un numero, e.g., la posicién de la palabra en un diccionario.
Los numeros, que representan palabras, se organizan en vectores de nimeros reales, e.g.,
embeddings, los cuales son las entradas a la RNN. La RNN entregard una salida cuyo valor
serd expresado entre cero y uno, tal vez mediante una sigmoide, que representard nuestra
confianza en que la oracién este expresando un sentimiento negativo (con un valor cercano
a cero) o positivo (con un valor cercano a uno).
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Figura 11.5: Redes Neuronales Recurrentes (RNN) multicapas. Ilustracién de la operacién
de una RNN con n capas para un ntimero variable de entradas. Cada nodo RU} representa
un nodo de una RNN para una entrada ¢ en un tiempo .
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El entrenamiento de las RNN es complicado tanto por la explosiéon como por el desvane-
cimiento de los gradientes. Supongase que se tiene textos de 100 palabras. Si inicialmente el
valor del gradiente es 1.01, al final de la revisiéon de la cadena si el gradiente es multiplicado
por si mismo 100 veces se tendra 1.01'% = 2.7048. Por otro lado, si el valor del gradiente
es 0.99 se tendra 0.366. Las RNN tipo LSTM y GRU han mostrado en la préactica tener un
desempeno similar, aunque estas ltimas tienen un diseno mas sencillo.

En una RNN la primera capa es de embebimiento, la cual convierte un token de enteros
en un vector de valores [54]. En seguida viene una sucesién de capas LSTM o GRU, cada
una de esas capas con un cierto nimero de salidas. Esas salidas son las entradas para las
siguientes capas. La capa final es alimentada a una senal de activacion. El entrenamiento se
realiza mediante back-propagation con algun métodos de optimizacion basado en descenso
por gradiente.

11.4. Traduccion de Lenguajes

Una aplicacion interesante de las RNN es la traduccién entre lenguajes. En el pasado,
los investigadores creaban expresiones bien formadas, en donde los elementos del lenguaje,
tales como verbos, sujetos y articulos tenian su lugar en la estructura de las expresiones. Hoy
mediante grandes cuerpos de datos, podemos entrenar a una red neuronal recurrente a pasar
de una secuencia en un lenguaje a otra secuencia en un lenguaje diferente. Para ello, por un
lado se tiene un encoder, que mapea el texto de un lenguaje a un vector que sumariza su
contenido. Este vector de sumarizacién alimenta a un decoder, el cual mapea el vector al texto
en el lenguaje destino destino. Asi, el texto se convierte en tokens, los cuales son embebidos.
El embebimiento consiste en covertir la serie de tokens en un vector de nimeros reales. El
embebimiento tiene la propiedad interesante de que palabras con contenido semantico similar
son mapeadas cerca en el espacio embebido.

11.4.1. Word2Vec

La tarea es clasificar correctamente la palabra circundada por otras tomando algunas pa-
labras antes y algunas palabras después. Este modelo es llamado Bolsa de Palabras Continua
(CBOW, en inglés). En la segunda arquitectura se utiliza la actual palabra como entrada y
se busca predecir las palabras, dentro de un cierto rango, que van antes o después.

Sea el problema de transformar una entrada x € RY en la salida y € RY, donde V es
el tamano del vocabulario, y N es el tamafio de la capa oculta. La entrada x € R" estd
codificada como one-hot, i.e., uno de los valores es uno y los demas cero. La arquitectura de

la red tiene la forma:

x Lp Y, o softmax, (11.15)
Los pesos entre la capa de entrada y la capa oculta h € RY son representados por una
matriz U € RV*¥. Por tanto la multiplicacién U?x bésicamente representa copiar la hilera
k de U, donde k es la posicién del valor 1 en x. Entre la capa oculta h y la salida o hay,
correspondientemente, una matriz V. Enseguida, uno podria aplicar una funcién softmax a

las salidas. En ambos casos, la funcién de activacién es lineal.
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Embebimiento de palabras es una factorizacién, explicita o implicita[37]. El concepto
principal es la matriz de co-ocurrencia. En el esquema de redes recurrentes, se puede plantear
como una red feed-forward entrenada con back-propagation, donde la funcion de pérdida es
entropia cruzada.

11.4.2. Evaluacion de la Calidad de la Traducciéon

Los trabajos actuales para evaluar la calidad de una traduccién siguen usando esquemas
basados en criterios antropocéntricos. Por ejemplo, Pawar y Mago[53] siguen un proceso en
donde las oraciones son descompuestan en palabras. Enseguida, se determina la similaridad
semantica entre pares de palabras. La similaridad de la sentencia se construye en base a
la mejor relacién semantica entre pares de palabras, en ambas oraciones. La propuesta que
aqui se presenta se basa en la representacion semantica que se logra después de interpretar
la palabra en base al conjunto de sus caracteristicas.

Para cada palabra w;, parat =1,...,T, predice las palabras en una ventana de radio m.
La funcién objetivo por maximizar podria ser planteada como

T
70 =]] 11 p(wiy; | w; 0), (11.16)
t=1 m S] <m
Jj#0

o equivalentemente, se busca minimizar el logaritmo de la verosimilitud

J(6) = —% S Y logp(we | wib). (11.17)

-m<j<m
J#0
La funcién que puede servir para obtener las probabilidades es softmax, definida como

p(vi | uy) = oxp (Vi) (11.18)

Sy exp (viug)
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Figura 11.6: Proceso de embebimiento. Un vector x es multiplicado por una matriz U7T.
Como x esta representado como un one-hot, el resultado corresponde a la columna u;, de U.
Este vector es multiplicado por la matriz V, lo cual para cada posicion equivale a multipli-
carlo por la correspondiente hilera, resultando en productos v uy. Para obtener valores de
probabilidad se aplica una funcién softmax. Para obtener la pérdida el resultado se compara
con el contexto dato por las m palabras anteriores y posteriores.
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