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Prefacio

Este documento surge de notas del curso de Visién por Computadora que se imparte en el
Centro de Investigacion en Ciencia Aplicada y Tecnologia Avanzada Querétaro del Instituto
Politécnico Nacional. Para desarrollar este material, he ido a diversas fuentes primarias,
tratado de seguir su hilo discursivo, y complementado el material con otras referencias,
ejercicios, e ilustraciones que he desarrollado. He tratado, y espero haberlo logrado, de dar la
correcta cita a los autores de los trabajos, mas cuando en la linea principal de desarrollo he
utilizado mayormente notacion similar a la que ellos han propuesto en sus trabajos. Mi idea
ha sido explicar el material de la manera mas sencilla posible, haciendo la cita apropiada
para que el estudiante pueda ir a la referencia primaria del trabajo.

El material ha sido desarrollado con varios objetivos en mente. Por un lado, pretende dar
una presentacién balanceada entre aquellos trabajos que han resistido la prueba del tiempo
y aquellos nuevos desarrollos que ofrecen perspectivas prometedoras. En la exposicion de
los articulos, el material revisado es, por un lado destilado en su esencia, y por otro lado
detallado, tratando de lograr una comprension que permita su uso y extensién. Otra razén
importante para escribir este documento es construir una plataforma electronica que vaya
evolucionando hacia exposiciones mas interactivas, no lineales, donde haya una combinacion
de fundamentos y actividades practicas.

El documento se desarrolla de la siguiente manera. En la primera parte se hace una
revisién de algunas técnicas de Analisis de Movimiento. Se comienza con los fundamentos
establecidos por Lucas-Kanade[II] y los complementos hechos por Shi-Tomasi [14]. Esos tra-
bajos establecen algunos criterios para obtener propiedades que naturalmente ocurren en
las imagenes, particularmente ttiles para realizar seguimiento de caracteristicas. Enseguida,
estudiamos el algoritmo de Horn-Schunck[8], donde, con el propédsito de volver tratable el
problema, se introduce el uso de restricciones de variacion suave de los campos de movimien-
to, de términos de regularizacion, y de soluciones iterativas. Esto se complementa con las
ideas de Farnebdck[4], actualmente implementadas en la libreria de OpenCV/I].

En la segunda parte estudiamos el tema de la Reconstrucciéon Tridimensional a partir
de las imagenes. Primero comenzamos la exposicion de la idea de establecer la geometria
epipolar mediante el algoritmo de los ocho puntos[7], el cual requiere la aplicacién de norma-
lizacién para obtener soluciones robustas. Una alternativa a este algoritmo es la factorizacién
introducida por Tomasi-Kanade[I6]. Si bien el primero se aplica en situaciones mas generales
donde ocurre proyeccion perspectiva del mundo a la imagen, la segunda, basada en la su-
posicién de proyeccién ortografica, ofrece soluciones robustas para una variedad importante
de casos practicos. En ambos casos, los objetos estudiados son rigidos. Gotardo-Martinez [6]
propusieron recientemente un esquema de factorizacion donde se emplea la suposicion de que
la reconstruccién resulta de la combinacion lineal de formas béasicas y trayectorias suaves.
Esta parte termina con el estudio de técnicas que han estado cobrando fuerza con la intro-
duccién de cdmaras de profundidad baratas, confiables y rapidas. Algunos de los métodos
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resultantes permiten la reconstruccion tridimensional de escenarios de escalas medianas[12],
y la deteccién de personas en tiempo real|L5].

En la tercera y ultima parte, estudiamos la deteccion de objetos. Las técnicas mas sobre-
salientes parecen utilizar descriptores basados en el uso de informacién del gradiente. En ese
sentido, Lowe[10] propuso las llamadas caracteristicas SIFT, las cuales describen localmente
propiedades de la imagen que son invariantes a rotacion, cambio de escala, y parcialmente
invariantes a transformaciones afines y cambios de iluminacién. La busqueda de detectores
eficaces y eficientes tiene su materializacién en el propuesto por Viola-Jones[I7]. Su esquema
para la obtencion de descriptores sencillos, su aplicacion en cascadas de detectores débiles
y la propuesta de cédlculo de descriptores mediante la imagen integral, ha estado evolucio-
nando. Un ejemplo de estos tltimos resultados son los esquemas multicanales de Déllar[3].
Otro resultado sobresaliente en la deteccion de objetos lo ofrece el uso de histogramas de
gradiente orientados, inicialmente propuesto por Dalal-Triggs[2]. Su uso en la descripcién
de partes de objetos propuesto por Felzenszwalb et al.[5] ha permitido su aplicacién en si-
tuaciones donde hay oclusiones. Més recientemente, mediante el uso de técnicas basadas en
redes neuronales convolucionales (CNN) se han obtenido resultados sobresalientes. Introdu-
cidas por Yann Lecun[9] en el contexto del reconocimiento de digitos escritos manualmente,
las CNN se utilizan hoy con bastante éxito para la deteccién de objetos en lo general[13].
Aqui estudiamos los procesos de calculo de la funcién de discriminacién que representan, su
entrenamiento, la definicién de arquitecturas basicas y algunos aspectos importantes para su
uso antes y durante su entrenamiento.

Mi agradecimiento a quienes han participado, a través de sus comentarios, en el enrique-
cimiento de este trabajo. [gualmente mi agradecimiento a los autores de los trabajos que aqui
se mencionan, por su obra y por permitirnos a través de ella lograr un mejor entendimiento
del fenémeno de la obtencion de informacién a partir de imagenes.
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Parte 1

Analisis de Movimiento






CAPITULO

Seguimiento de Caracteristicas

Un problema importante en Vision por Computadora es determinar el desplazamiento
de pequenas porciones de una imagen, la cual puede ser parte de un video o un elemento
en una secuencia de iméagenes. Una algoritmo popular para resolver este problema es el
propuesto por Lucas y Kanade[0], el cual inicialmente surgié como una parte central para
la busqueda de la correspondencia en un par estéreo. Este algoritmo fue posteriormente
analizado por Shi y Tomasi[l1], quienes obtuvieron algunas conclusiones importantes sobre
él. En particular, su analisis puso énfasis en el comportamiento de los valores singulares y la
inestabilidad numérica que surgia al momento de realizar la bisqueda de las correspondencias
cuando se tomaba un modelo que incluia traslaciones y transformaciones afines, i.e., que
incluye rotaciones, cambios de escala y sesgos. De entonces, mucho se ha estudiado sobre
las propiedades de este algoritmo[2]. Hoy en dia la idea sigue vigente, y muestra de ello lo
constituye la abundante y reciente literatura sobre el temal§].

Asi pues, partiendo de la intuicién proporcionada por Shi y Tomasi[I1], en el sentido de
que las formulaciones mas elaboradas que toman en cuenta transformaciones afines parecen
ser numéricamente inestables, en este documento derivamos el seguidor para el caso sencillo
de una traslacién. Luego, revisamos la matriz de la estructura, esencial en la formulacion de
Lucas y Kanade, la cual brinda informacién sobre cudles caracteristicas son més robustas
para ser seguidas, i.e., cuya distribucion de niveles de intensidad facilita su localizacion en
la siguiente imagen. Enseguida, mostramos un ejemplo de la implementacién del seguidor
utilizando algunos recursos disponibles en Matlab y OpenCV. Luego, buscamos desarrollar
un poco de intuicién respecto al proceso del seguidor para la busqueda de los parametros
y su velocidad de convergencia. Marcadamente notamos la similaridad del seguidor con la
formulacién de Newton-Raphson[9] para la busqueda de raices. Finalmente, visitamos el
problema de la construccién de trayectorias sobre todos los cuadros de una secuencia de
video, detallando algunas complicaciones tales como la asignaciéon de una trayectoria por
cada punto del mundo.

1.1. Derivacién

La derivacién que aqui presentamos se basa en el reporte técnico de Shi y Tomasi[IT].
Normalmente, la representaciéon de una imagen en una computadora es discreta, y se da
a través de una matriz. En contraposicién a la presentacion de Shi y Tomasi[l1], quienes
presentaron su analisis considerando a las imagenes como funciones continuas, aqui hacemos




la sustitucion de integrales por sumatorias y derivadas por diferencias. En adicion, asumimos
que los valores de las imagenes para coordenadas no enteras se obtienen por interpolacién.
Asi, dadas dos imégenes I : R?> - Ry J : R?> — R una medida de disimilaridad entre
pequenas porciones de ellas, W, podria estar dada por la suma de las diferencias al cuadrado
(SSD). Es decir,

eo(d) = > [J(x+d) - Ix)], (1.1)

xeEW

donde x = [z,y]” corresponde a una posicién en la imagen, y d = [d,, d,|” es el desplaza-
miento que la caracteristica en la ventana W tiene entre la imagen [ y la imagen J.

Note que el término d no puede ser resuelto inmediatamente, pues se encuentra como
argumento de la funcién. Una forma de resolver este problema es linealizando la funcién
J(x 4+ d) utilizando su expansién en términos de la serie de TayIOIH7 tal que

J(x+d) = J(x)+g"(x)d + O(x), (1.3)

donde g(x) = VxJ(x), y O(x) aglutina aquellos elementos de orden cuadratico o superior,
los cuales se asumen prescindibles. Por su lado, la derivada de ([1.3)) estd dada por

Vd = g(x) + de<X) (14)

Volviendo a nuestro objetivo de obtener el desplazamiento 6ptimo d, vemos que este
puede ser encontrado derivando (1.1]) con respecto a d y resolviendo la ecuacién resultante
con respecto a cero, lo cual resulta en

—2 Z (x+d) —I(x)] VaJ(x+d). (1.5)
xEW
Enseguida, sustituyendo la expansion de Taylor (1.3) y su correspondiente derivada con
respecto a d en 1’ tenemos que una aproximacién a 8—; esta dada por

3_; ~ 3 [Jx) + ()T — I (x)] g(x) = 0. (1.6)
xeW

Reordenando los términos de la ecuacion anterior, con los términos en d del lado derecho y
sin ella del lado izquierdo de la igualdad, y sacando d de la integral, dado que no depende
de x, tenemos que

Y U -IMgx) = - sx)(sx)'d),

xeEW xeEW
(1.7)
- |3 st a
xEW
La expansién en serie de Taylor de una funcién f(zo + h) es igual a
f(xo+h) = Zf ™ (z0)h™ /n! = fxo) + f(zo)h + [ (xo)h2 /20 + - + f) (o)W /0l + ... (1.2)



En forma matricial, la expresion anterior puede reescribirse como
e=—-Zd, 6d=—-Z""e, (1.8)

donde Z y e estan dados por

~ 3 g(x)gx)", (1.9)

xXEW

e= 3 (%) - I(x))gx). (1.10)
xeEW
Esto permite encontrar el desplazamiento 6ptimo dentro de la ventana W. Una vez en ese
punto, la estructura local de los niveles de intensidad puede hacer posible que la funcién de
disimilaridad se reduzca ain mas. Esto da pie a la definicién de una formulacién de busqueda
iterativa que tendria la forma
djp =d; — Z 7 'e. (1.11)

Figura 1.1: Una transformacion lineal A modifica los puntos de un circulo unitario en una
elipse cuyos ejes estan caracterizados por los eigenvalores y eigenvectores de A. Los ejes de
la elipse se orientan en la direccion de los eigenvectores y la magnitud de los ejes principales
coincide con los valores singulares. Los valores numéricos se encuentran en (|1.12)).

1.2. Matriz de Estructura

La matriz Z podria ser vista como una matriz de covarianza, donde el promedio del valor
del gradiente es cero. En ocasiones esta matriz es llamada tensor estructural o matriz de
sequndos momentos. Algunas de las propiedades interesantes de esta matriz incluyen que
es simétrica y positiva semi-definida[I2]. Esto significa, entre otras cosas, que la matriz es
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Figura 1.2: Estructura de las Caracteristicas. La posibilidad de identificar una caracteristica
a lo largo de una secuencia tiene mucho que ver con su discriminabilidad, a excepcion de
oclusiones, por supuesto. Asi, una esquina tendra mas posibilidades de ser distinguida entre
cuadros, la posicion de un punto sobre una linea tendra ambigiiedad sobre ella, y un punto
en una regién plana serd muy poco distinguible. Esto es conocido como el problema de la
apertura. En (b), (d) y (f) se muestran los perfiles de intensidad de algunas regiones de la
imagen (a). Luego en (c), (e) y (g) se muestran las correspondientes evaluaciones de
para esas regiones. Una esquina presenta una SSD en forma de cuenca, un contorno una V,
y una region homogénea una planicie.

invertible y sus eigenvalores son positivos. En general, una matriz transforma los puntos en el
circulo unitario en una elipse, cuyos ejes principales son caracterizados por su eigensistema.
Asi, las direcciones de los ejes principales de la elipse y los eigenvectores coinciden, y la
magnitud de los ejes estd dada por los valores singulares[4]. Por ejemplo, considere la matriz

Z = g 0 g , cuya descomposicion en valores singulares esta dada por
Z = USVT,
2 3 B —-0.79 —0.62 4.34 0 —-0.79 —0.62 (1.12)
3 0.5 B —-0.62  0.79 0 1.84 0.62 —0.79

La Figura ilustra los valores numéricos de este ejemplo.

6



(a) imagen 01 (b) imagen 25

() (d)

Figura 1.3: Implementacion del seguidor de Lucas-Kanade en OpenCV. Algunos puntos
de la imagen son considerados como susceptibles de ser seguidos. Luego, entre un cuadro
y el siguiente se busca su correspondencia. Aqui se ilustra el resultado usando el seguidor
de Lucas-Kanade (ver el Algoritmo [1). En la secuencia, una cdmara rota de izquierda (a)
a derecha (b). Un detalle de la imagen es amplificado ilustrando la trayectoria seguida por
algunas caracteristicas (mejor vista a color).

La matriz Z puede decirnos mucho sobre la distribucién de los niveles de intensidad en
una ventana W. Por ejemplo, considere la imagen en la Figura [1.2] y las ventanas asocia-
das a diversas regiones de ella. Cuando el punto que deseamos seguir se encuentra en una
esquina, la alta discriminabilidad de la regién de la imagen donde el punto se encuentra
facilita su localizacién. Por otro lado, si el punto se encuentra sobre una linea, es imposible
resolver la ambigiiedad de la correspondencia a lo largo de ella. Un caso méas complicado se
presenta cuando no hay referencia local sobre la cual identificar al punto. En este tltimo
caso, no es posible resolver el problema de la correspondencia més que sobre los puntos de
la regién. Esto es conocido como el problema de la apertura. En la Figura[L.2[(a), (b) y (c),
los valores singulares (o7, 09) son respectivamente (490.1,352.6), (520.2,5.0), y (1.7,0.7). Es
decir, cualitativamente en una esquina ambos valores singulares son grandes; en una linea,
uno de los valores singulares es grande y el otro pequeno; finalmente, en una region plana,
ambos valores singulares son pequenos.

Varios esquemas han sido propuestos para determinar la bondad de una caracteristica



Figura 1.4: Seguimiento de caracteristicas a lo largo de la secuencia. En (a) se muestra la
evolucién de una imagen, que sélo tiene una hilera, a través del tiempo. En el desarrollo de la
secuencia se aprecian oclusiones y acreciones ocasionadas por el objeto un objeto que aparece
en la parte central. En la secuencia, detectamos las caracteristicas buenas en cada imagen
y las seguimos (b). Cuando las nuevas caracteristicas coincidian con los seguimientos, se
preferfan estos ultimos. El proceso continia asi hasta el fin de la secuencia. En (c) se ilustra
la matriz de llenado F, que indica el nimero de la caracteristica (columna) y el nimero
de imagen en la que la caracteristica fue vista (hilera). Un problema es que algunas de las
caracteristicas hacen referencia al mismo punto en el mundo debido a oclusiones intermedias
o fallas en el seguidor.

para ser seguida. Por ejemplo, Harris y Stephens[5] propusieron usar la operaciérﬂ
c = 0109 — k(o) + 03)? = det(Z) — ktrace?(Z), (1.13)

donde k es un parametro ajustable, det corresponde al determinanteEl, y trace corresponde
a la trazaﬂ Por otro lado, Shi y Tomasi[II] usan un criterio, donde evalian los valores
singulares, dado por

min(oy,09) < 7, (1.14)

2Recordar que para matrices simétricas (en general Hermitianas) los valores singulares y los eigenvalores
son iguales en virtud de que la descomposiciéon de similaridad A = XAX™! = XAX” resulta ser una
descomposicién en valores singulares valida[7].
Z11 212

es igual a 211299 — 291212
Z21 %22

3El determinante de una matriz de Zoyo = <

4La traza es igual a la suma de los elementos de la diagonal Z Zii
i=1



para un cierto valor de umbral 7.

1.3. Busqueda del ()ptimo

La Ec. guarda cierta similaridad con el método de Newton-Raphson[9], el cual
se utiliza para la localizacién de cruces por cero de una funcién. La matriz Z sumariza las
direcciones del gradiente en una cierta vecindad. Si el gradiente se orienta predominante-
mente en una direccion, el valor singular correspondiente sera grande. Alternativamente, en
la direccion mas homogenea, el valor singular correspondiente sera pequeno. Sin embargo,
utiliza la inversa Z=!, lo cual implica que las direcciones de bisqueda se amplifican
inversamente a los valores singulares de Z. Es decir, entre més pequeno el valor singular de
Z, el correspondiente desplazamiento en la direcciéon de su eigenvector respectivo es mayor.
Esto sigue guardando similitud con el método de Newton-Raphson, donde una posicién con
derivada cercana a cero puede hacer que el valor de la innovacién sea muy grande. Por otro
lado, el término e; corresponde a un vector en la orientacién del gradiente que es amplificado
en funcién de la diferencia entre las imagenes I y J. La direcciéon y magnitud del cambio de
d; estd dado en funcién de la transformacién del vector e, y la transformacién Z—*.

Similar al método de Newton-Raphsonf’} el cual converge a la solucién en forma cuadratica
cerca de la regién donde se encuentra la solucién[9], el seguidor de Lucas-Kanade es bastante
efectivo. Sin embargo, al igual que su contraparte, la configuracion local del espacio de
busqueda puede hacer imposible su convergencia. En [I], Anandan analiza las superficies de
busqueda que se generan en esquinas, lineas, y regiones homogéneas. Para ello, varié d en
para esos tres casos (ver Figura [1.2)). Asi, es posible observar que, para las esquinas,
la region de busqueda presenta una region de convergencia donde la estructura del minimo
es muy notoria desde cualquier direccion de inicio. Por otro lado, en el caso de una linea,
la presencia de un minimo estd muy marcada solamente en una direccién, mientras que en
la otra direccién el gradiente es practicamente cero. En esas condiciones, lo mas probable es
que el seguidor terminara perdiéndose por la presencia de una derivada muy cercana a cero.
Finalmente, en las regiones homogéneas no se tendré confiabilidad en la localizacién de la
correspondencia pues no hay referencias, traduciéndose en un gradiente que es practicamente
cero en cualquier direccién.

1.4. [Ilustracion del Seguimiento de Caracteristicas

Recientemente, Kota Yamaguchi desarrollé mezopencu[13], una interfase que permite la
implementacién de rutinas de OpenCV|[3] en Matlab. El Algoritmo |1| muestra un ejemplo
de pseudocddigo donde se observan las funciones a llamar para obtener la posicién de las

5El método de Newton-Raphson se utiliza para localizar las raices o cruces por cero de una funcién. El
método se basa en el esquema iterativo

Tyt < xn — f(2n)/ [ (xn),

donde x,, y z,+1 corresponden a los valores actual y siguiente de x, y f(x) y f'(x) corresponden a la funcién
y su derivada.



Llamada: < M, F >« Seguir Caracteristicas (Z)
Entradas: Una secuencia de imagenes Z =1, ..., 1,
Salidas : La matriz de mediciones My(;;,—1)xx, conteniendo la posicion de las x

caracteristicas en la secuencia y la matriz de llenado F(,,—1)xx
indicando en cuales posiciones de la secuencia aparecen las
caracteristicas

// Inicializa variables de medicion M y llenado F
M+ {hF < {}

// Procesa las m imagenes de la secuencia 7

for i < 1:m do

® O

end

// Obtener las posiciones P = {pj,...,px} de las caracteristicas

en la imagen I que son buenas para seguir

Pyyr = cv.goodFeaturesToTrack (I;);
if i =1 then

// Inicializa la variable con caracteristicas Q

Q2><n — Pa
// Inicializa la primera hilera de la matriz de mediciones M

M1 < P;
// Inicializa la primera hilera de la matriz de llenado F
Fii6 < L

nd
Ise

// Seguir las caracteristicas de la imagen I, ; en la imagen I;
donde Q. ,, representa la nueva posicién de las
caracteristicas y s es una variable que indica si las
caracteristicas fueron seguidas o no.

[Q,s] = cv.calcOpticalFlowPyrLK (I, 1,1;, Q);

// Si hay una caracteristica en P muy cerca a la
caracteristica en QQ, que fue seguida, prefiere esta idltima.
La matriz P’ contiene las caracteristicas nuevas

P, , < Duplicados (P,Q’, s);

// Actualiza F, incluyendo las nuevas k' entradas

F < Actualizar Matriz Llenado (i, F,s, 1;xx);

// Completa la matriz de mediciones M utilizando las medidas
en Q', de las caracteristicas que fueron seguidas, y las
nuevas caracteristicas P’

M < Actualizar Matriz Mediciones (i, M, Q/,s, P’);

// Define las nuevas caracteristicas para seguir Q

Q < Caracteristicas_por_Seguir (i, M, F);

end

Algorithm 1: Algoritmo para seguir caracteristicas sobre una secuencia de iméage-
nes Z. El algoritmo regresa una matriz M donde se registran las posiciones de las
caracteristicas a lo largo de la secuencia y una matriz F de llenado, donde se dice
cudles posiciones contienen mediciones en qué imagenes.
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caracteristicas a lo largo de una secuencia de imagenes Z utilizando el seguidor de Lucas-
Kanade. Es decir, en cada imagen se estima cudles caracteristicas tienen buenas posibilidades
de ser seguidas de cuadro a cuadro.

En muchas aplicaciones, tales como la recuperacién de la estructura a partir del movi-
miento, estamos interesados en seguir la historia de la caracteristica conforme la secuencia se
desarrolla. Es decir, atendiendo a que la caracteristica corresponde a un punto en el mundo,
nos interesa determinar su posiciéon en la imagen a lo largo de la secuencia. El problema se
dificulta pues la caracteristica puede cambiar su apariencia visual debido a condiciones tales
como el punto de vista, o la iluminaciéon. Asimismo puede ocurrir que la caracteristica que-
de ocluida. En ese sentido, el algoritmo es flexible a deformaciones de la caracteristica. Sin
embargo, corre el riesgo de tomar estructuras que cambien demasiado a lo largo del tiempo,
posiblemente perdiendo la forma que originalmente se estaba siguiendo.

Para ilustrar la situacion, imaginemos que obtenemos una linea en particular para cada
una de las imagenes de la secuencia que aparece en la Figura Esto puede ser ilustrado
con una imagen que muestra la evolucion de los niveles de intensidad de esa linea a lo largo
de la secuencia (ver Figura [1.4(a)). En este problema reducido, supéngase que tenemos la
tarea de realizar el seguimiento de caracteristicas a lo largo de la secuencia. En este caso, la
funcién de disimilaridad podria modificarse y plantearse como

=Y [Jx+d) —I), (1.15)

donde J y I son funciones unidimensionales sobre z, v d € R es el desplazamiento. Inicial-
mente, las caracteristicas de buena calidad serian detectadas. Luego, en la segunda imagen,
las caracteristicas serian seguidas usando el esquema de Lucas-Kanade. Por supuesto, algu-
nas de las caracteristicas podrian perderse debido a motivos tales como que la caracteristica
pudiera cambiar mucho visualmente o quedar ocluida. Supéngase que en la segunda imagen
se identifican nuevas caracteristicas. Si las caracteristicas nuevas y las seguidas estan muy
cercanas podria preferirse continuar con las segundas. Este proceso pudiera repetirse hasta
terminar con la secuencia. Al final, se tendria un resultado similar al que se ilustra en la
Figura [L.4b). De manera complementaria, en la Figura [1.4]c) se representa la matriz de
llenado F, «,,. Las hileras de F representan los cuadros de la secuencia, mientras que las
columnas representan las caracteristicas. Las entradas de F(j,7) son uno cuando la carac-
teristica 7 es detectada en el cuadro j y cero en caso contrario. La matriz de mediciones
Mo, €s complementaria a la matriz F e indica la posicién de una caracteristica x € R? a
lo largo de la secuencia.

1.5. Compactacion de Observaciones

Las caracteristicas corresponden a puntos en el mundo y, debido a oclusiones o fallas en
el seguidor, en ocasiones las matrices M y F contienen columnas diferentes para el mismo
punto. Dada una matriz de compactacién binaria C, que indica en C(i,j) = 1 cuando las
trayectorias ¢ y j pertenecen al mismo punto, un problema interesante consiste en poner
sobre la misma columna de las matrices M y F las observaciones que corresponden al mismo
punto en el mundo. Eso permitiria incrementar la robustez de la reconstruccion virtual de
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Figura 1.5: Compactacién de Observaciones. En (a), (b) y (d), el rectangulo azul representa
1 y el rectangulo blanco representa 0. Cuando en C; se establece una asociacion entre las
caracteristicas 1 y 3, las cuales se traslapan temporalmente en la segunda hilera de F, esto
resulta en un valor superior a 1 en el producto FC;. Por otro lado, en C, esta asociaciéon no
se establece, resultando en una matriz FC, con valores menores o iguales a 1.

objetos y disminuir el espacio que ocupan esas matrices. Ricco y Tomasi [I0] proponen una
solucién, donde simultaneamente resuelven el problema de recuperar la estructura a partir de
movimiento y compactan las matrices de observaciéon y llenado. Ellos logran la compactacién
aplicando restricciones fotométricas, temporales y geométricas.

La restriccion fotométrica implica que las caracteristicas se ven igual bajo la medida de
similaridad. Es decir, que el error de la funcién de error

a(A,d) =) [J(Ax+d) - I(x)], (1.16)

xXEW

donde A,y corresponde a una transformacién afin, es relativamente pequeno.

La restriccion temporal implica que las trayectorias ¢ y j no se traslapan en el tiempo, lo
cual se traduce en que ||[FC|| = 1[f] Es decir, considere la hilera k de F, la cual contiene
informacion sobre qué caracteristicas fueron observadas en la imagen k-ésima. Su multipli-
cacion por las columnas de C deberia dar, a lo mas, uno. Esto implica que en la columna
de C respectiva no hay mas de una asociacion entre las caracteristicas i y j al tiempo que
ambas caracterfsticas ocurren simultdneamente en la secuencia (ver Figura [1.5]). Una condi-
cion temporal adicional busca el establecimiento de una relacion de transitividad. Es decir,
si las trayectorias ¢ y j se unen, y las trayectorias j y k se unen, las trayectorias ¢ y k£ deben

lUmp—soo [ fllp = [1fllco = max{|fi],.... | fal}
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Figura 1.6: Relacién de transitividad en la restriccién temporal para la compactacién. Se
ilustra en un diagrama de Karnaugh las restricciones que son aceptables. En adicion se
agrupan los términos para generar la expresion légica (1 —¢;;)(1 —¢ji) + (1 — ¢;5) (1 — i) +
(1 — Cjk;)(l — Cik) + CiiCikCik Z 1.

unirse, o en términos de una ecuacién, tenemos (ver Figura
(1 — Cij)(l — Cjk) + (1 — Cij)(l — Cik) + (1 — Cjk)(l — Cik) + CijCikCik Z 1v2,j, k, (117)

donde ¢;; es una entrada de la matriz C.

Finalmente, la restriccién de geometria es aplicada asegurandose que la trayectoria re-
construida aproxima las observaciones de ambos segmentos. En términos matematicos, se
evalia que ¢;j(ryy — 7j;) = 0. Es decir, si ¢ y j se mantienen separados ¢;; = 0, o si son mez-
clados, las hileras correspondientes de R en la factorizacién M = LRT deben ser idénticas.
El método de reconstruccion por factorizacion sera estudiado en el Capitulo

Sumario

Hay un paralelismo muy interesante entre la suma de las diferencias al cuadrado (SSD), las
distancias Euclidianas, y la expresion de verosimilitud de funciones estocasticas que siguen un
modelo Gaussiano. En ese sentido, SSD trabaja mejor cuando los cambios entre las imagenes
son pequenos y el ruido en la imagen sigue un modelo Gaussiano. Con esa suposicién, aqui se
ha mostrado cémo diversos autores han derivado una formulacion similar a Newton-Raphson

13



(c)x=1 (d)x=3

Figura 1.7: Cuenca de convergencia. El método de Newton-Raphson tiene cuencas de con-
vergencia hacia x = —4((b), z =1 (c¢), y x = 3 (d)) para la funcién f(z) = 2% — 2z —11x+12
(a) que dependen del punto inicial de bisqueda.

para aproximar los parametros de deformaciéon y desplazamiento de pequenas regiones en la
imagen. Las caracteristicas que son facilmente seguibles tienden a parecerse a una esquina
y ello vuelve mas manejable el problema de encontrar su correspondencia. En otros casos,
el problema de la apertura nos indica porqué podemos tener dificultades para seguir a una
caracteristica. Aun asi, deformaciones visuales bruscas, cambios de iluminacién y oclusiones
pueden hacer que el seguidor falle. El seguidor de Lucas-Kanade ha sido eficientemente
implementado en una variedad de plataformas. En general, proporciona resultados rapidos
aunque sobre caracteristicas dispersas. Uno de los problemas abiertos es la construccion
de trayectorias que guarden la historia de cada punto en el mundo. Esto ayudaria en la
solucion de problemas visuales. Marcadamente, la reconstruccion tridimensional a partir de
movimiento.
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Ejercicios
1. En (1.1, jciales serfan valores razonables para w(x) en una ventana W de 5 x 57

2. jCuales serfan valores 6ptimos para los términos d y A en (1.18])7

6=y [J(Ax+d)-Ix), (1.18)

xeEW

donde A,ys corresponde a una transformacion afin. Puede asumir nuevamente que
los valores de J y I correspondientes a coordenadas no enteras pueden obtenerse por
interpolacion.

3. (Cudl serfa una descomposicién en valores singulares valida para la matriz A; = (1,1)
y para la matriz Ay = (1,1)77?

4. La busqueda de raices de la funcién f(z) = 23 — 22 — 11z + 12 mediante el método de
Newton-Raphson tiene cuencas de convergencia a los valores -4, 1, y 3 dependiendo del
punto inicial. Esto se ilustra en la Figura Dadas las similaridades del método de
Newton-Raphson y el método de Lucas-Kanade, ;jsugiere esto algo sobre la existencia
de cuencas de convergencia para este ultimo método?

5. Calcula la matriz P en la construccién del sistema Pc = 1 derivado de la funcion
en , donde c es un vector que ordena los elementos de la matriz C como una
columna, P es una matriz cuyas entradas estdn en el conjunto {—1,0,1} y 1 es un
vector de unos.

6. Implementa el seguidor de caracteristicas basado en

ex(d) =Y [J(x+d)—I(x)]. (1.19)

zeW

7. Compara las funciones de evaluacion de caracteristicas de Harris y Stephens, y de Shi
y Tomasi. ;Cuédndo dan igual/diferente resultado?

8. Implementa el seguidor de caracteristicas basado en el Algoritmo [I]
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CAPITULO
Estimacion de Movimiento

En Visién por Computadora, el flujo éptico describe a un conjunto de vectores (denso
cuando se calcula un vector por cada pixel en la imagen y disperso cuando es el caso del
capitulo anterior) que nos da informacién sobre el movimiento relativo de los objetos y del
espectador. El flujo 6ptico es un elemento que puede ser muy relevante para determinar
el arreglo espacial de los objetos, para identificar las discontinuidades que permitieran seg-
mentar las imagenes en regiones que pertenecen a diferentes objetos, o eventualmente para
recuperar la estructura de los objetos. Sin embargo, sin disminuir su importancia, conviene
tomar en cuenta que lo que percibe la camara es el reflejo de la luminosidad en la escena.
Por ello, en una situacion particular la interpretacion del flujo 6ptico puede no corresponder
con el mundo fisico. Por ejemplo, en las imagenes de una escena podemos percibir que no
hay cambios de luminosidad aiin cuando los objetos se estan moviendo. En ese sentido, Horn
y Schunck[5] mencionan el caso de una esfera homogénea que gira mientras es iluminada
por una fuente constante. Una situacion diferente se presenta cuando un objeto permanece
estatico atin cuando su imagen cambia. Este serfa el caso, por ejemplo, cuando se tienen
objetos especulares sobre los cuales la fuente de luz cambia de posicién.

En este documento estudiamos dos estrategias para la recuperacion del flujo éptico. Por
un lado, tenemos el algoritmo de Horn y Schunck[5], el cual es importante como un ejem-
plo seminal que establecié muchas de las suposiciones que ain hoy forman la base de una
gran cantidad de algoritmos, e introdujo aproximaciones basadas en la regularizacion, de tal
manera que se ha establecido como una referencia en el tema. Por otro lado, estudiamos el al-
goritmo de Farnebédck[3], el cual se reconoce por su eficiencia y del cual hay implementaciones
muy optimizadas y ampliamente disponibles|[1].

2.1. La Suposiciéon de Suavidad

En imégenes de intensidad partimos del conocimiento de la cantidad de luz reflejada por
la escena e incidente en cierta posicién del sensor de la camara. La cuestion que queremos
determinar es ;hacia donde se desplazaron los puntos del mundo en subsiguientes imagenes?
Horn y Schunck[5] desarrollaron uno de los métodos mas populares para el célculo del flujo
optico bajo la suposicion de que el patrén de brillo cambiaba suavemente en casi cualquier
lugar de la imagen. El trabajo de Horn y Schunck trata sobre objetos cuyo reflejo de luz
estd asociado a su movimiento. Es decir, objetos sin sombras cuya iluminacion es uniforme
sobre toda la superficie. En su caso, asumen que la reflectancia varia suavemente, que no
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hay discontinuidades espaciales y no hay oclusiones.

2.1.1. La Ecuacion del Flujo

Sea I(z,y,t) = k una imagen de intensidad, el objetivo es determinar qué sucede cuando
el objeto que estd en la escena se desplaza tanto espacial como temporalmente de (z,y,t)
a (r 4 dx,y + dy,t + dt). Su expansion en términos de la serie de Taylor (ver (1.2])) puede
expresarse como

1 1 1
I(z + de,y +dy,t + dt) =1(x,y,t) + dmg— + dyg— + dt% + O(dz, dy, dt), (2.1)
x Y

donde O(dx, dy, dt) agrupa a los términos cuadraticos y superiores. Una suposicién esencial
en el método de Horn y Schunck es que el valor de reflexion del punto del objeto en el mundo
que genera la imagen en (z,y,t) permanece constante. Es decir,

I(x,y,t) = I(z + dz,y + dy, t + dt). (2.2)

Con ello, y asumiendo que los factores de orden superior al lineal en la serie de Taylor son
despreciables, tenemos, al dividir todos los términos de (2.1]) entre dt

dx 01 dyg or

E%+%ay+a—o. (2.3)

Para simplificar la expresion, se puede realizar el siguiente cambio de variables

d d I 1 1
u:—x,v:—y Iw—a—,ly—a_ylt—%a

dt dt’ ox oy (24)

donde u y v representan el desplazamiento espacial de puntos del objeto en el tiempo, I, e
I,, representan el cambio de nivel de intensidad sobre la imagen, e I; representa el cambio de
intensidad de la imagen en el tiempo. Con esto, ([2.3|) puede reescribirse como

Lou+ ILyy+ 1, =0, (2.5)

la cual es conocida como la ecuacion de flujo.

2.1.2. Regularizacién

La ecuacién tiene dos incégnitas, u y v. Horn y Schunck hacen la observacién de que
los puntos de un objeto en movimiento, excepto por los lugares cerca de sus bordes, tienen
velocidades similares, y el campo de velocidad del brillo en la imagen varia suavemente. Ellos
proponen expresar esta observacion mediante el uso de los siguientes gradientes

ou\ > ou\ > ov\ 2 ov\ 2
2 2 _
v = (52) + (5) v v = (5) +(5) - (2.6
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y sugieren incluirla como una restriccion de la ecuacion de flujo. De esta forma, la funcion
objetivo puede definirse como

EZ//((Ixu—l—va—I—[t)Q—{—aQ(HVuH?—I—||VUH2)) dzdy, (2.7)

donde « es un multiplicador de Lagrange que define qué tan importante es la suavidad de la
imagen, comparada con las mediciones que se hagan. Este funcional puede ser solucionado
utilizando calculo variacional [1]

Sea L el funcional definido por la expresion

L= (Lu+ Ly + L) + (| Vul]* + || Vv]]?). (2.11)

Entonces, las restricciones existentes en la ecuacion de Euler-Lagrange nos permiten definir
el sistema lineal dado por las ecuaciones

oL d oL d oL 9L dIL d L _

S R e e A .
ou drdu, dydu, Vo0 T da dv,  dy v, (2.12)
Considerando que [|[Vul|* = u? + u7, la expresién anterior tiene la solucién
L(Lu+Ty+1)—a*Vu=0, y I,(Lu+ Ly + I;) — a*Vv = 0, (2.13)
0? 0?
donde V = ) + 92 es el operador Laplaciano. Horn y Schunck proponen que Vu y Vv
T Y

sean aproximados por k(7 — u) y k(T — v) respectivamente, donde @ y T son los promedios
pesados de u y v sobre la vecindad ilustrada en la Figura[2.2] y  es un factor de proporciona-
lidad igual a 3. Con este cambio de variable, las expresiones en (2.13) pueden ser reescribirse
como

L(Lu+Ty+1L)—ad*(u—u) =0,y L(Lu+ Iy+1I)—a*v—v) =0, (2.14)

L El mapeo de f : x — y es una funcién. En contraste, el mapeo g : f(z) — y es un funcional y z es
un pardmetro de la funcién. Un ejemplo tomado de [4] explica: Considere todas las trayectorias que pueden
trazarse desde un punto A a un punto B, ambos en un plano x — y. Supongase que una particula viaja por
alguna de esas trayectorias y en cada punto tiene una velocidad v(x,y). Uno podria plantearse la definicién de
un funcional w asociando a cada trayectoria el tiempo t que toma recorrerla, i.e., algo como w : v(x,y) — t.

El célculo variacional trata con el tema de encontrar los valores éptimos en funcionales. Mucho de su
énfasis es resolver la ecuacion de Euler-Lagrange, la cual expresa el valor del funcional L a lo largo de la
trayectoria definida entre z7 y x2, evaluada de acuerdo al comportamiento de y(z). Es decir[4],

Tol = [ i),/ ), (2.8)

1

donde 1, y zo son constantes, y y(x), v'(x) y L[z, y(z),y'(x)] son derivables. Es posible probar[d] que la
expresion

Ly (e, y(@), 4/ (2)) — = Ly, (), o/ (@) =0, (29)

es una restriccién que se establece en (2.8]). Finalmente, para nuestros propésitos se tiene que si y € R",
entonces se puede obtener un sistema de ecuaciones diferenciales dado por

aL(xa y((l?), y/(I)) N i aLy’ ($, y(:l?)7 y/((l?))
Jy; dx dy;

=0, parai=1,...,n. (2.10)
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() (d)

Figura 2.1: Flujo 6ptico denso usando el algoritmo de Horn y Schunck. En (c¢) se muestra
los vectores correspondientes al flujo éptico (imdgenes proporcionadas por Joaquin Santoyo).
Similarmente, en (d) se codifica en color la informacién de magnitud y fase ((d) fue obtenida
con el codigo de visualizacion en https://hci.iwr.uni-heidelberg.de/Correspondence_
Visualization)

para un valor apropiado de «. Poniendo las incognitas del lado izquierdo y las constantes
del derecho, llegamos al sistema lineal

(I2 + &®)u+ Lo = o’u— L, y LIu+ (I] + o*)v = o’v — L1, (2.15)
el cual tiene como solucion
. (I} +a)u — LI,0 — let7 o= —LIu+ (I2 + o*)v — IyT, (2.16)

o+ 2+ I7 o + 12+ I2

Adicionando y sustrayendo I*u del numerador de la primera expresién, y adicionando y

sustrayendo Ij@ del numerador de la segunda expresion, {D puede ser reducida a

_ L(Lu+ Lo+ 1) _ L(Liu+I,v+ 1)
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Tras lo cual Horn y Schunck plantean el proceso iterativo

U1 = Uk — Uk, Y Vg1 = Uk — Uk, (218)

que va actualizando y propagando los valores del flujo sobre toda la imagen.

Llamada: < U,V >« Flujo Optico Horn Schunck (Iy, Iy, a, m)

Entradas: Imagenes cosecutivas I; e I, coeficiente de suavizado «, y nimero de
iteraciones para el calculo del flujo éptico.

Salidas : Flujo 6ptico < U,V > conteniendo la estimacién del desplazamiento
de un pixel en x = (z,y) de la imagen I a la imagen I,.

// Inicializa aproximacién a operador Laplaciano
1/12 1/6 1/12

K= 1/6 -1 1/6 |;
1/12 1/6 1/12

// Inicializa el valor del flujo dptico

U+ 0;V «0;

// Calcular las diferencias

<I,,I,, I, >« Calcular Diferencias (I;,I5);

// Realiza m iteraciones para aproximar el flujo Sptico

for i< 1:m do

// Calcular los promedios locales pesados

U, + Convolucién (U, K); V}, < Convolucién (Vy, K);

// Calcular el flujo 6ptico siguiendo ( y ()

— L (L -Ug+1,- Vi + 1) - LU, +1,V,+1)
Up + U — Y Vi —V Y Y :
b g ?+1,-I,+1,-I, e g ?+1 - L,+1,-1,°

end

Algorithm 2: Algoritmo para calcular el flujo 6ptico entre dos imagenes I y I
mediante el esquema de Horn y Schunck con un factor de suavizado «. Después
de m-iteraciones, el algoritmo regresa dos matrices U y V con el desplazamiento
horizontal y vertical del pixel la posicién x = (x,y). La operacién - refleja una
multiplicaciéon punto a punto. La divisiéon también es una operacién punto a punto
en este algoritmo.

2.2. Algoritmo de Farneback

Una forma de obtener el desplazamiento denso entre dos imagenes, incluida en las ru-
tinas de OpenCV, es la estimacién del movimiento basado en expansién polinomial[3]. En
este método, porciones pequenas de ambas imagenes son aproximadas por un polinomio
cuadratico. Enseguida se analiza qué ocurre cuando el polinomio se transforma entre lo que
es captado en una imagen y la siguiente. Y finalmente, se realiza la inferencia a porciones de
la imagen donde no habia informacion mediante un mecanismo conocido como convolucién
normalizada. A continuacién detallamos las bases sobre las cuales se desarrolla el método.
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1/12 1/6 1/12

1/6 -1 1/6

1/12 1/6 1/12

Figura 2.2: Aproximacion al operador Laplaciano propuesta por Horn y Schunck[5].

2.2.1. Expansion Polinomial con Factores de Incertidumbre

Una pequena regién en la imagen puede ser representada por una forma polinomial
cuadratica de la siguiente forma

f(x) =x"Ax+blx +¢, (2.19)

donde A es simétrica, b es un vector, ¢ es un escalar y x = (z,y) es una posicién en la
imagen. La expansion de esta expresion resulta en la forma

f(x) = ma® + ryxy + r3y® + rax + 5y + 76, (2.20)

lo cual corresponde a una suma de términos en el conjunto {z? zy, y?, z,y, 1} escalados por
los coeficientes r;. Dado un conjunto de n puntos x;, para i = 1,...,n, su evaluacion en ese
conjunto puede ser organizado como una matriz B,,«¢, la cual tendria la forma

1 oy oy v oy 1
B = : (2.21)

I?L TpYn y121 Tn Yn 1

Las columnas de B pueden ser vistas como la base de un espacio lineal sobre la cual los
coeficientes r;, paraj = 1,...,6, se proyectan. Es decir, si B = (by,...,bg),r = (r1,...,75)7,
v f=(f(x1),...,f(x,))T, entonces uno podria formular el sistema lineal como

6
> b =f. (2.22)
i=1

Optimizacion por Minimos Cuadrados

El problema entonces es identificar los coeficientes r que sirven para representar las
superficies de porciones de la imagen, representadas por f, por las funciones base definidas
en B. Esto puede representarse por la expresion

arg min ||Br — f||, (2.23)
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cuya solucién de minimos cuadrados esta expresada por

r = (B"B)'B'f. (2.24)

arg min || W(Br — f)||. (2.25)

cuya expresion de minimos cuadrados podria escribierse respectivamente como

r = ((WB)"WB)~}(WB)" W,

— (B"W'WB) 'B"W'WH, (2.26)
= N'D,
donde
N6><6 = BTWTWB y D6><1 = BTWTWf (227)

Con las expresiones anteriores pudieramos representar una porcién de la imagen por medio de
una superficie cuadrada donde supondriamos una medida de incertidumbre para los valores
de cada observacion.

Convolucion Normalizada

Farnebéck [2] obtiene los vectores de desplazamiento del flujo éptico denso mediante
el proceso que se denomina convolucion normalizada. La convoluciéon normalizada es un
proceso donde se mezclan el ajuste por minimos cuadrados, las funciones particulares bajo
las cuales se hace el anélisis (en este caso una pardbola) y el manejo de incertidumbre. En
la convolucién normalizada se tienen los siguientes componentes:

= Por un lado, se tiene la senal, f,«1, que en nuestro caso son los pixeles que integran
una porciéon de la imagen, cuyos elementos son ordenados como un vector.

= Por otro lado, se tiene la funcion base, B, «¢, que define el espacio sobre el cual la senal
es proyectada. En ocasiones la funcién base también recibe el nombre de operador.

= Luego se tiene la certidumbre c,«1 sobre los valores de la senal f.

= Finalmente, se tiene la aplicabilidad a, 1, equivalente a la certidumbre pero definida
sobre las observaciones en el operador B.

El vector a proviene del ordenamiento en columnas de la matriz de aplicabilidad A, que
define el tamano y estructura de la vecindad sobre la cual se hara el andlisis. Por su parte, el
vector ¢ proviene de extraer de la matriz de certidumbre, C, la cual esta definida sobre toda
la imagen F, la porcién correspondiente al drea de analisis. Las matrices de aplicabilidad,
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A, y certidumbre, C, sirven para obtener los valores de la matriz diagonal de incertidumbre
en la medicién, W, cuyos elementos se definen como

W (&) = A(x:)C(& + %), (2.28)

para una vecindad centrada en & y elementos de posicion x; en la vecindad. La posiciéon de
centrado, &y, constituye el foco del andlisis, y la vecindad se define en funcién de la estructura
de A. Aqui se ha hecho una equivalencia en la operacién y notacién entre W? y WTW.

En la convolucién normalizada[6] hay una separacién entre los datos F (&) y la certidumbre
de su valor C(£), el operador que se utiliza para realizar el filtraje B(x) y el operador
equivalente a la certidumbre, denominado aplicabilidad A(x). Por ejemplo, F(£) puede ser
una matriz con mediciones y C(§) una matriz que contiene para cada posiciéon de F(£) un
numero entre cero y uno, que refleja la confianza en la medicion.

La relacién entre la expresién (2.26) y una convolucién es delineada en [2] y puede su-
marizarse como sigue. Considere la expresion

r = B'f, (2.29)
donde BT = (BTW?2B)'B”W? corresponde a la solucién de minimos cuadrados. Por su
parte, cada valor r; de r puede expresarse como

r; = bI'f. (2.30)

Haciendo referencia a cada uno de los elementos de los vectores b; y f con el indice de
posicién u y haciendo la operacion para cada elemento x de la senal f, se tiene

ri(x) =Y bi(u)F(x+u), (2.31)

la cual técnicamente corresponde més a una correlacion que a una convolucion.

En la Figura 2.3 presentamos un ejemplo de lo que se denomina promediado normalizado,
donde una imagen de 306 x 408, asumiendo una funcién base B, «; = 1, es convolucionada
con funcién de aplicabilidad A Gaussiana de 11 x 11 con desviacién estandar ¢ = 2, y se
asume que C en conjuncién con F ha sido seleccionada para contener sélo el 10% de las
muestras originales. Las entradas de C donde F esta definida valen uno, y cero donde no.
Este ejemplo es resultado de ejecutar el Algoritmo [3]

2.2.2. Ejemplo de Calculo de Expansién Polinomial

A continuacién elaboramos un ejemplo similar al desarrollado por Farnebéck[2]. Sea una
imagen F y su certidumbre C definidas como

03 02 01 05 04

43 0 91
-3 6 38 0.6 0.7 01 01 0.1
05 4 60 0.7 0.1 06 05 0.5
F 34 5 8§ 4 C — 0.1 04 02 06 0.6 : (2.32)
16 () 89 0.7 0.80.1 0.5
02 1 05 08 0.3 04 04 08
18 8 06 0.7 02 01 06 05
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Llamada: G < Convolucién Normalizada (F,C,B)

Entradas: Imagen F,, ,,, correspondiente certidumbre sobre el valor de cada pixel
en la imagen C,,x, vy funcién base B.

Salidas : Imagen G,,x, con resultado de aplicar la convolucién normalizada a F
bajo la certidumbre C y el modelo de representacion local B.

// tamafio de la ventana de aplicabilidad

k< a;l + 2k +1;

// Define la aplicabilidad como los valores de una distribucién
normal sobre una ventana de n Xn

Ajsr < N(0,X); apy g + vec(A);

// Centrar la operacién de convolucién en cada punto (7,7) en la
imagen [€] .

fory=k+1:n—kdo

forz=k+1:m—-Fkdo

// Toma la porcién de la imagen correspondiente a la
aplicabilidad

f=vec(Fly—k:y+kao—k:x+k));

// Toma la porcién de la certidumbre correspondiente a la
aplicabilidad

c=vec(Cly—k:y+k,x—Fk:x+k));

// Construye la matriz de pesos

W, = diag(a); W, = diag(c);

// Obtener la convolucién normalizada

N =B'"W,W_.B; D = BTW,W._f;

// 8i N7! existe

G(y,z) + N™'D;

end

end

Algorithm 3: Algoritmo de convolucion normalizada. Dada una imagen F, la certi-
dumbre sobre los valores de cada pixel que la integra C y el modelo de transformacion
B, la convolucion normalizada sopesa la evidencia presente utilizando una region de
aplicabilidad ponderada A.
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(a) Imagen Original (b) Muestras disponibles, F

(¢) Convolucién (d) Convolucién Normalizada

Figura 2.3: Convolucion Normalizada. Supéngase que de una imagen sélo se tiene una
muestra de datos. La convolucién normalizada permite aproximar los datos faltantes asu-
miendo un valor de certidumbre para el analisis. Aqui se asume una funcion base B = 1, una
funcion de aplicabilidad A Gaussiana. Las muestras disponibles de F seleccionadas a través
de la funcion de certidumbre C, equivalen al 10 % de las muestras originales. La certidumbre
C vale uno donde F esta definida, y cero donde no.

donde el nimero en un circulo indica dénde se estara centrando el anélisis.

La aplicabilidad A delimita la regién espacial sobre la cual se realizan los calculos. En
el caso de este ejemplo, la aplicabilidad A se define sobre una vecindad de 3 x 3 con los
siguientes valores

0.07 0.13 0.07
A= (013 02 013 |, (2.33)
0.07 0.13 0.07

donde la suma de los coeficientes es igual a 1. Dada una base polinomial de la forma
{22, vy, 9%, 1,9, 1}, el operador B que aglutina las funciones base en la vecindad dada por el
espacio

~1 0 1 ~1 -1 -1
X = [ -1 01 y Y = 0o 0 0|, (2.34)
-1 0 1 1 1 1
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y la aplicabilidad a, se definen como

1 11 -1 -11 0.07
0o 01 0 —11 0.13
1 -1 1 1 -1 1 0.07
1 00 -1 01 0.13
B= |0 00 o0 01 vy a = | 020 |, (2.35)
1 00 1 01 0.13
1 -1 1 -1 11 0.07
0 01 0 11 0.13
1 11 1 11 0.07

donde los valores de x y y se obtienen respectivamente de las matrices X' y ).
Igualmente, la senal f y la certidumbre c tendran los siguientes valores

4 0.4
6 0.8
2 0.3
5 0.2
f = 1 y ¢ = 02 1. (2.36)
1 0.4
8 0.6
8 0.1
0 0.4
Aplicando ([2.26)), y dado que
W? = diag(0.034,0.104,0.023, 0.030, 0.057, 0.061, 0.052, 0.021, 0.031), (2.37)
el cual se obtiene con ([2.28)), se tiene
r = (BTW?B) 'BTW?f,
0.19 —0.01 0.1 0.00 002 019\ " 0.67 —1.23
-0.01 0.11 -0.01 0.02 —-0.03 —-0.01 —0.27 —1.59
0.11 -0.01 0.23 —-0.03 —0.08 0.23 1.21 - 2.44
0.00 0.02 —-0.03 0.19 —-0.01 0.00 —0.49 - —2.07
0.02 -0.03 —-0.07 —0.01 0.23 —-0.08 —0.34 0.13
0.19 -0.01 0.23 0.00 —0.08 0.35 1.44 3.15
(2.38)
Conviene notar que la relacién entre los coeficientes de r y los elementos de la expresion
cuadratica es
_ _ T2 - ry  T6/2
c=ry, b = (r3>’ A = (7"6/2 s ) (2.39)



2.2.3. Estimacion del Desplazamiento

Una vez que las regiones alrededor de cada pixel han sido representadas por una funcion
cuadratica, el flujo 6ptico se calcula con base en su deformacion entre cuadros sucesivos. Es
decir, sea la expresion cuadratica

fi(x) =x"Ax +blx+¢. (2.40)

Supongamos ahora que se presenta un desplazamiento d. Esto puede expresarse como la
funcién f, tal que [3]

f(x) = filx+d)

= (x+d)TA;(x+d)+bf(x+d)+c,
(2.41)
= xTAx+ (b; +2A,d)"x +dTAd +b7d + ¢,

= xTAyx +blx + ¢,
recordando que A; es simétrica, por construccion, y donde se establecen las igualdades
A2 = Al, bg = b1 + 21A1Cl7 Cy = dTAld + b?d +c1. (242)

Farneback hace la observacion de que el desplazamiento puede ser calculado directamente
de la ecuacién anterior, resultando en

d = 1A' (b, —by). (2.43)

Estimador de Desplazamiento

En la préactica, se utilizan aproximaciones a cuadraticas en ambas imagenes. Por ello, el
mejor estimador para la matriz A resulta de obtener el valor medio entre ambas aproxima-

ciones, tal como[3]
Ai(x) + Ax(x)

A(x) = 5 (2.44)
Asi, si se hace el cambio de variable
Ab(x) = (by(x) — b1 (x))/2, (2.45)
tenemos que el valor de d(x) del sistema lineal, construido de (2.43),
A(x)d(x) = Ab(x), (2.46)
puede ser encontrado minimizando la expresion
e(x) = > w(Ax)[|A(x + Ax)d(x + Ax) — Ab(x + Ax)||?, (2.47)

Ax
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donde Ax representa los indices de una vecindad alrededor de x. El valor éptimo se obtiene
derivando con respecto a d e igualando a cero, lo que resulta en la expresion de minimos
cuadrados

d(x) = (Z w(AX)A(x + Ax)TA(x + Ax)) > w(Ax)A(x+Ax)" Ab(x+Ax). (2.48)

Ax

Finalmente, una solucién iterativa requerira la incorporacién de conocimiento a priori. Es
decir, después de un cierto nimero de imagenes, el desplazamiento inicial puede ser diferente
de cero. En este caso, el valor inicial estimado del desplazamiento puede estar dado por

% = x +d(x), (2.49)

donde a(x) es el desplazamiento hasta el cuadro anterior. Esto modifica las expresiones 1)
y (2.45) en las expresiones
A (x) + Ay(x)

A(x) = . , (2.50)

Ab(x) = (by(X) — by (x))/2 + A(x)d(x). (2.51)

Fuentes de Incertidumbre

Farnebéck[2] considera tres fuentes de incertidumbre para el calculo del desplazamiento,
los cuales tienen que ver con los valores de desplazamiento, el desplazamiento estimado y la
cercania con los bordes de la imagen. Aqui modificamos el primer criterio para relacionarlo
con la similaridad entre las vecindades de donde surgen las expansiones polinomiales, las
cuales se expresan en . Una posible expresion puede ser

Ci1(x) = exp (—ae(x)), (2.52)

para una constante a. Por otro lado, limita la cantidad de movimiento que puede haber en
una imagen a

1 da < [ dX)[] < dinss,
Ca(x) = { 0 en otro caso. (2.53)

Finalmente, limita la certidumbre al tamano de la regién de aplicabilidad. Si el tamano de
la region A es de N x N, entonces la condicién de certidumbre esta dada por

Cy(x) = { 1 x estd a menos de (N — 1)/2 pixeles de la orilla, (2.54)
0 en otro caso.

Y la certidumbre esta dada por la expresién

C(x) = C1(x)Ca(x)C5(x). (2.55)
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Llamada: (U,V) < Flujo_Optico_Farneback (I,,I,,m)
Entradas: Imdagenes consecutivas I; e I, y nimero de iteraciones m

Salidas : Flujo éptico < U,V > conteniendo la estimacién del desplazamiento de

un pixel en x = (x,y) de la imagen I; a la imagen I,

// Inicializa el flujo 6ptico resultante

U0V 0;

// Calcular la expansién polinomial de las imigenes

(A}, by, ¢;) + Expansion Polinomial(l));

(A,,b,, c.) < Expansion Polinomial(l,);

// Realiza un cierto nimero de iteraciones m

for i < 1:m do

// Calcular A y Ab de acuerdo a ) y

(A, Ab) < Aproximar Términos (A;, A,, b, b,);

// Obtener el vector de desplazamiento d resolviendo el sistema
lineal expresado en )

d < Calcular Desplazamiento (A, Ab);

// Calcular el valor de certidumbre mediante )

C < Estimar_Incertidumbre (A, Ab,d);

// Obtener el promediado normalizado (descrito en ) a los
componentes del desplazamiento usando aplicabilidad Gaussiana
y la certidumbre C.

(U, V) <Convolucién Normalizada (d,C);

// Actualiza el flujo 6ptico resultante

UUFU; V<~V +V;

// Calcular la expansién polinomial de las im&genes

(A,,b,,c,) < Expansion Polinomial(I/,U,V);

end

Algorithm 4: Algoritmo de Farneback para calcular el flujo 6ptico entre dos iméage-
nes I; y I,.. El algoritmo regresa dos matrices ¢ y V con el desplazamiento horizontal
y vertical del pixel la posicién x = (z,y). En el algoritmo original existe la biisqueda
del flujo utilizando multiples escalas y un modelo subyacente del movimiento, ambos
aspectos no son tratados en el algoritmo que se presenta.
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2.3. Implementacién

El Algoritmo [2| presenta unas lineas de pseudocddigo ilustrando el esquema de Horn y
Schunck para el calculo del flujo 6ptico entre dos iméagenes. En la Figura se ilustran
diferentes fases del funcionamiento del algoritmo para una par de imagenes de una estatua
que rota sobre su eje vertical.

El algoritmo de Farnebéck puede ser sumarizado por las lineas de pseudocddigo en el
Algoritmo [4] El algoritmo ha sido implementado en muy diversas plataformas. Por ejemplo,
se encuentra disponible en OpenCV, donde podria utilizarse en conjuncién con el mezopencv
mediante una llamada a la rutina F = cv.calcOpticalFlowFarneback(I,I5), donde I; y
I, serian dos imagenes. Alternativamente, uno podria utilizar la implementacion disponible

en Matlab de MathWorks (ver Figura [2.4)).

Sumario

El algoritmo de Horn y Schunck parte del supuesto de que practicamente en todos lados de
la imagen, excepto en las fronteras de movimiento, el flujo varia suavemente. Ellos introducen
una funcién objetivo que incluye una codependencia entre la variacién espacial de los objetos
y el flujo 6ptico, por un lado, y la restriccién de suavidad por el otro. Ambas suposiciones
aun son utilizadas ampliamente en la comunidad de Visién por Computadora.

El algoritmo de Farnebéack para el calculo denso de flujo éptico se basa en la expansién
polinomial de pequenas regiones de la imagen. Una caracteristica sobresaliente del método
es que en su formulacion se separa lo que se mide de la certidumbre que se tiene sobre lo
que es medido. El algoritmo permite la incorporacion de diversos modelos de movimiento.
OpenCV lo incorpora como parte de las rutinas implementadas en la libreria. Una buena
implementacién del algoritmo se encuentra en Matlab de MathWorks (ver Figura .

Ejercicios

1. Muestra la equivalencia entre

. (I} + o*)u — 11,0 — [xIt’ - — LI+ (I3 +a®)v — ]y]t, (2.56)
a? + 12+ I2 o + I3+ I}
" T (LU + 1,0 + t),yvzﬂ— y (T + 1,0 + t). (2.57)

a? + 12+ 12 a? + 12+ 12
2. ;Bajo qué condiciones funciona/falla el algoritmo de Horn y Schunck?

3. 1 Qué criterios utilizarias para segmentar una escena con base en el tipo de movimiento?
Justifica tu respuesta.

4. Prueba el algoritmo de Horn y Schunck, y de Farneback, para un movimiento fronto-
paralelo de un objeto rigido frente a una camara.

33



5. Obtén la solucion de los coeficientes de la expansion polinomial cuadratica para estruc-
turas de la forma

15 15 1 -1 0 13 3 11
14 14 -2 0 0 13 3 11
15 14 1 -2 1 34 5 33
F_|-10 16 15 16 c— |34 4 33 (2.58)
-1 0 (15) 13 14 133 11
1 -1 13 15 15 13 3 11
0 —1 14 14 14 13 3 11

con aplicabilidad A definida sobre una vecindad de 3 x 3 con los siguientes valores

0.07 0.13 0.07
A= [013 02 013 |, (2.59)
0.07 0.13 0.07

6. Implementa el estimador de flujo éptico basado en el Algoritmo [2|

7. Implementa el estimador de flujo éptico basado en el Algoritmo [4]
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(a) Flujo Optico (b) Detalle de Flujo Optico

(c) Magnitud de Flujo Optico (d) Direccién del Flujo Optico

Figura 2.4: Flujo 6ptico usando el algoritmo de Farneback implementado por MathWorks.
Farneback calcula el flujo éptico aproximando pequenas regiones de la imagen por superficies
cuadraticas y analizando la deformacién de una imagen a la siguiente. Caracteristico en su
método, se hace una distincién entre las mediciones y la certidumbre que se tiene sobre las
mediciones. El andlisis se realiza sobre una piramide de imagenes para describir desplaza-
mientos largos. En las imdgenes (c¢) y (d) no se muestran resultados para desplazamientos
menores a un pixel.
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CAPITULO

Caracterizacion Local

Una herramienta muy utilizada en Visién por Computadora para caracterizar localmen-
te los objetos en las imagenes son los llamados descriptores SIFT (Scale Invariant Feature
Transform), los cuales fueron introducidos por Lowe[l0]. Los SIFT son descriptores inva-
riantes a cambio de escala, orientacién, y parcialmente invariantes a distorsiones afines (ver
Figura . Ademas son bastante robustos a cambios de iluminacién y algo tolerantes al
ruido en las imagenes.

En este capitulo, realizamos una introduccion a las caracteristicas SIFT y las utilizamos
para una aplicacion de reconocimiento individual de jaguares. Es decir, dada una base de
datos de individuos, nos interesa determinar si estamos viendo una foto del jaguar zutani-
to o perenganita. En este tipo de aplicaciones, la presencia de algunas caracteristicas SIF'T
puede tomarse como evidencia convincente de la presencia de un individuo en particular,
posibilitando su identificacién atin cuando hay oclusiones parciales. Una limitaciéon de las
caracteristicas SIF'T para algunas aplicaciones es que aunque pueden usarse para describir
objetos flexibles, su mejor desempeno se obtiene al trabajar con objetos rigidos. Otra limita-
cién es que ain cuando son algo tolerantes a transformaciones afines que pudieran modelar
algin cambio en un objeto tridimensional, realmente han sido disenadas para trabajar con
objetos bidimensionales. Durante el reconocimiento, se busca la correspondencia de una ca-
racteristica con aquellas almacenadas en una base de datos y que se sabe existen en el objeto
de interés. Luego, un esquema de votacién permite identificar acumulaciones relacionadas
con un objeto en particular. La verificacion normalmente consiste en encontrar parametros
geométricos que expresen transformaciones coherentes.

3.1. Extraccion de Caracteristicas

Las etapa de extraccion de caracteristicas incluye la deteccion de puntos estables a cam-
bios de escala, el refinamiento de la localizacién de la caracteristica, la asignacién de la
orientacién, y finalmente la obtencién del descriptor de la caracteristica. A continuacion
detallamos cada uno de estos procesos.

3.1.1. Regiones Estables en Cambios de Escala

En esta etapa se buscan caracteristicas que permanezcan estables sobre un amplio rango
de escalas. En relacién con ello, Koenderink [7] plantea que siempre y cuando una restriccion
de imagenes de menor resoluciéon sea que las caracteristicas que aparecen en ellas tengan su
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() (d)

Figura 3.1: Caracterizaciéon Local. El objetivo de la caracterizacién local es obtener un
conjunto de descriptores a partir de la imagen. En el caso de las caracteristicas SIF'T ofrecen
invarianza a cambio de escala, traslacion, orientacién, y parcialmente a transformaciones
afines. Ademads son bastante robustos a cambios de iluminacién y algo tolerantes al ruido en
las imagenes. Aqui ilustramos una muestra de 20 las caracteristicas extraidas de imagenes
tomadas a diferentes escalas (a) y (b) (el total es de 977 y 1350 respectivamente). En (c)
se muestra el punto de fuga mientras que en (d) la correspondiente entre caracteristicas de
ambas imdgenes. Los resultados se obtuvieron usando vlfeat[I3]. Imdgenes proporcionadas
por Rubén Garcia.
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Octava

3

Figura 3.2: Busqueda de los puntos estables mediante analisis piramidal. Los pixeles candi-
datos a ser puntos caracteristicos son aquellos que son maximos o minimos en las diferencias
D;(x,0) de las convoluciones de las imagenes con Gaussianos. En cada octava, el valor de
la desviacién estandar de la convolucién, k(n), cambia de acuerdo a la expresién k(0)2"/*0,
para un valor inicial £(0). Las figuras muestran las convoluciones con la Gaussiana y luego
las diferencias entre ellas.

origen en imagenes de més alta resolucién, el inico kernel que permite estabilidad a través de
cambios en espacio y escala es la funcién Gaussiana. Esto permite justificar la representacién
de una imagen por medio de la operacion

L(x,0) = G(x,0) * I(x), (3.1)

donde * representa la convolucion en el punto x = (z,y) y

1
G(X, O') = We_(x2+y2)/2027 (32)

es una Gaussiana centrada en el origen cuya desviacién estandar estd dada por o. En [§],
Lowe muestra que la diferencia entre imagenes en escalas cercanas

D;(x,0) = L(x,k(i + 1)o) — L(x, k(i)o), (3.3)

podria proporcionar localizacion de caracteristicas que permanecen estables. En , k(n) =
k(0)2"/% y s es el nimero de intervalos por octava (cada vez que o se incrementa al doble).
Por ejemplo, si s = 4, entonces k(j), para j =0,...,s, con k(0) = 1, corresponde a la serie
{1,214, 2074 .
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Los extremos locales de D(x,0) se encuentran al comparar cada pixel con sus 8 vecinos
espaciales, y sus 18 vecinos en escala, 9 en la escala superior y 9 en la escala inferior. El punto
es seleccionado como estable si es mayor o menor que todos sus vecinos. Los experimentos
de Lowe[I0] indican que la mejor frecuencia de muestreo es s = 3 por octava. Por otro lado,
sus experimentos confirman que valores mas grandes de o aumentan la repetitividad de la
localizacién de caracteristicas. Sin embargo, con la finalidad de reducir el calculo numérico,
Lowe usa el valor de ¢ = 1.6. La imagen base del procesamiento piramidal se obtiene incre-
mentando al doble la resolucién de la imagen usando interpolacion lineal y suavizando con
un filtro Gaussiano con g = 1.

3.1.2. Localizacion Precisa de Caracteristicas

La posicion proporcionada mediante el procedimiento descrito en la secciéon anterior puede
ser mejorada, pues el procesamiento a diferentes escalas puede generar imprecisiones en su
localizacién. Para ello, la funcién de diferencias, D(x), se aproxima con los primeros términos
de la serie de Taylof!] tal que

1
D(x) = Do+ DIx + EXTDXQX, (3.4)
., y 0D(x) .
donde Dy = D(0) es la evaluacion en el lugar de la deteccién, Dy = i el gradiente
. 9*D(0) | | r
de D en el origen [, Dy2 = 5— es el Hessiano evaluado en el origen®, y x = (z,y,0)".
X

El punto extremo de X se encuentra derivando ({3.4) e igualando a cero. Es decir

0D(x)
0x

!La expansién en serie de Taylor de una funcién f(z) es igual a

= Dy + Dyex = 0. (3.5)

f@) =" fM(a) (@ —a)"/nl = f(a) + f(a)(x —a) + f'(a)(x — a)* /2! + - + [T (a) (& — a)" /nl + ...
n=0

2El gradiente de D(x) con respecto a x! = (z,y,0) se define como

- (81;?), 81;2(;()7 61;§X))T

0D(x)
ox

3El Hessiano de D(x) con respecto a X = (x,y,0) se define como

9’D(x) 9*D(x) 08*D(x)
0x? Oyox Oodx
9?D(x) 0?’D(x) 0*D(x) 9°D(x)
ox2 dxdy dy? dody |’
9?’D(x) 0*°D(x) 0?°D(x)
Oxdo Aydo o2

donde se aprecia que el Hessiano es igual a su transpuesta.

42



Despejando términos conteniendo la incégnita, x, de que contienen el gradiente y el Hessiano,
se obtiene

Dy = —D,ox. (3.6)
Resolviendo para x se obtiene la expresion
X = —D;21Dx. (3.7)

Lowe utiliza el valor de D(x) para eliminar puntos con contraste bajo. Este valor se encuentra

reemplazando (3.7) en (3.5)). El resultado es

D(X) = Dy — DTD} Dy + % (DA Dy)" Dy2 DDy, (3.8)
que puede ser simplificado en
D(%x) = Dy — DED_' Dy + %D,{ DDy, (3.9)
cuya suma de los dos ultimos términos resulta en
D(x) = Dy — %D,{D;}Dx =Dy — %D;{&. (3.10)

Y Lowe elimina todos aquellos puntos para los cuales D(x) es menor que 0.03.

Finalmente, Lowe propone eliminar aquellas caracteristicas que se encuentran definidas
a lo largo de contornos, evitando descripciones locales donde sea altamente probable que
se tenga el problema de la apertura y, por tanto, tengan dificultades para estar localizados
espacialmente. Con este fin, utiliza la matriz del tensor estructural definida por

9*°D(x) 0°D(x)

ox? Oyox
H= . (3.11)
0*D(x) 0°D(x)
0xdy 0y?

Lowe evita el célculo de los eigenvalores usando el esquema propuesto por Harris y Stephen|[6]
donde se hace notar la equivalencia con la traza y el determinante, tal que

_ 9’D(x)  9°D(x)

trace(H) = 52 + oy =a+f,
2 (3.12)
_ 9’D(x) 0°D(x) ’D(x)\"
det(H) = 92 Oy + ( 92y ) = af,

donde o y  son los eigenvalores. Si el determinante es negativo el punto es inmediatamente
descartado. Extendiendo estos criterios, Lowe propone analizar el cociente r entre el eigen-
valor mayor « y el eigenvalor menor 5. En lugar de calcular los eigenvalores, Lowe utiliza el
cociente entre la traza y el determinante. Esto resulta, haciendo o = rf3, en la expresion

tracem? _ (a+ B)? (B + B)? _(r+ 1)2.

det() — qop r;32 r

La cual es conveniente de evaluar pues no incluye el calculo de eigenvalores. Lowe propone
usar un valor de » = 10 para eliminar puntos que se encuentran en contornos.

(3.13)
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3.1.3. Determinacion de Orientacion

La orientacion del descriptor SIFT se basa en el analisis de los niveles de intensidad en la
vecindad del punto que fue seleccionado como caracteristica. Para ello se evalia la vecindad
para obtener la orientacion y magnitud del gradiente para la imagen correspondiente a la
escala donde se encontré al descriptor. Es decir, sea la magnitud, m(x), y direccién, 0(x),

definidas como
m(x) = /L2 + L%, y 0(x) = arctan (L, L.) (3.14)

donde x = (z,y) y L, = L(z+1,y)— L(z—1,y),y L, = L(xz,y+1) — L(z,y—1) y la funcién
arctan maneja el caso cuando L, = 0. Luego se construye un histograma de la orientacién
usando 36 divisiones uniformes. Cada contribucién al histograma es ponderada por el res-
pectivo valor de la magnitud en esa posicién. Como resultado se crea una caracteristica para
el pico mas alto en el histograma, asi como para cualquier otro pico local que sea mayor al
80 % del pico més alto. Finalmente, la orientacién es definida ajustando una pardbola con
los tres valores de histograma mas cercanos al pico y escogiendo el maximo de la parabola.

3.2. Descriptor Local

El descriptor SIFT se basa en la sumarizacion de las orientaciones del gradiente sobre
pequenas regiones de la imagen. La orientacién de la caracteristica es la obtenida anterior-
mente, asi que todos los vectores del gradiente son expresados relativos a esta direccién.
Supéngase que se tiene la imagen de 16x 16 ilustrada en la Figura|3.3(a). Sobrepuesto a esa
imagen se ha colocado la ilustracién de los vectores del gradiente. La magnitud del gradiente
pesa la contribucion de cada orientacion. Para ello se usa una Gaussiana cuya dispersién o
es igual a la mitad de la anchura de la ventana de andlisis. En la Figura [3.3(b) se ilustra
la magnitud y en [3.3c) la Gaussiana usada. Para la obtencién de los datos se usa la escala
donde se observé la caracteristica. La regién de 16 x 16 se divide en 4 x 4 celdas, cada
celda conteniendo 4 x 4 pixeles. Con base en la orientacién de los pixeles, se construyen en
las vecindades histogramas utilizando ocho direcciones. Cada elemento en el histograma es
pesado por la magnitud del gradiente. La Figura (d) muestra los histogramas ponderados
por la magnitud del gradiente. El descriptor se forma construyendo un vector con los valores
de todos los histogramas de los 4 x 4 bloques de 8 orientaciones, formando un vector de
4 x 4 x 8 =128 elementos. El vector asi obtenido es normalizado por su magnitud, haciendo
al descriptor invariante a cambios de iluminacion donde cada entrada sea o multiplicada por
un factor o se le sume una constante. Para otros efectos no lineales, no se permite que el
valor maximo de las entradas de este vector sean mayores a 0.2, tras lo cual el vector es
normalizado.

3.3. Aplicacién: Identificacion Individual de Jaguares

Las caracteristicas SIF'T pueden ser utilizadas como base en una variedad de aplicaciones
que incluye el flujo optico, la reconstruccion tridimensional, o la identificacion de objetos.
En particular, para esta tltima aplicacion, una posible estrategia podria ser la sugerida por
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(c) (d)

Figura 3.3: Construccién del descriptor SIFT. Pequenas porciones de 16 x 16 son consi-
deradas para el andlisis. El gradiente(a) es utilizado para construir histogramas(d), sobre
cuatro ventanas no traslapadas de 4 x 4, pesados por la magnitud gradiente(b) ponderado a
su vez por una Gaussiana(c) cuya dispersién o es la mitad de la anchura de la ventana.
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Llamada: (X, 0, H) < SIFT (I)
Entradas: Una imagen de intensidad I

Salidas : El conjunto de posiciones X = {xy,...,x,} donde se encuentran las
caracteristicas SIFT, los descriptores H = {hy,... h,}, las
orientaciones dominantes © = {6y,...,0,}

// Definir el nimero de octavas

O+ ...

// Incrementar el tamafio de la imagen al doble

J < Incrementar Tamafio_al Doble (I);

// Inicializa las diferencias

D« {};

// Para cada octava

for o+ 1:0 do

// La imagen para esta octava se convoluciona con un conjunto de
Gaussianas, cada una con diferente dispersién o

G <Convolucionar_con Gaussianas (J,0);

// Calcular las diferencias de las Gaussianas para esta octava

D < D | JDiferencias_de_Gaussianas (G);

end

// Buscar los puntos extremos para cada octava

X’ + Puntos_Extremos (D);

// Crear puntos caracteristicos en la orientacién dominante del
punto extremo

(Xoxn, O1xn) < Crear Punto_Caracteristico (X');

// Obtener descripcién para cada punto caracteristico

fori <+ 1:ndo

// Rotar la regidén de acuerdo a la orientacién y obtener la
informacién del gradiente de I, I, y I,

(I;,1,) < Rotar Region (I,x;,0;);

// Obtener descriptor en la forma de histogramas de orientaciones
pesadas por la magnitud del gradiente

h; «— Obtener Descriptor (I,,I,);

end

Algorithm 5: Algoritmo para obtener las caracteristicas SIF'T a partir de una ima-
gen I. Las caracteristicas SIF'T se obtienen de regiones de la imagen que presentan
valores extremos en las diferencias de imagenes convolucionadas con Gaussianas.

Cuadro 3.1: Numero de fotografias por animal. Nuestra base de datos contiene 64 fotos. El
nimero acumulado de las funciones depende del tamano del jaguar en el conjunto de fotos
en las que aparece.

Individuo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Fotos 8 7 3 3 4 4 1 4 6 7 3 3 1
SIFT 5,916 12,696 3,857 8,165 13,119 6,931 1,832 9998 6,837 11,746 5,149 4,497 514
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Figura 3.4: Algunos ejemplos de fotos de jaguar. La iluminacién, el enfoque, la resolucién,
postura y oclusién son factores que varian en la base de imagenes (Gracias a Antonio de la
Torre Lara por permitirme el uso de estas imdgenes).
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Figura 3.5: Segmentacién. En (a) se ilustra la segmentacion basada en GrabCut[11]. Por
lo general, el cuadro de limite y unas cuantas pinceladas bastan para proporcionar infor-
macién suficiente para obtener un buen resultado de la segmentacién. En (b) se obtiene la
mascara binaria donde se encuentra el objeto de interés. Después de la aplicacion de GrabCut
necesitamos llenar agujeros y aplicar un filtro de sal y pimienta para eliminar el ruido.

Lowe[10] y la cual pudiera ser sumarizada como sigue. Primero, cada punto caracteristico es
apareado a la base de datos de caracteristicas extraidas de imagenes de entrenamiento. Luego,
grupos de al menos tres correspondencias son detectadas. Finalmente, se ajusta el modelo con
las caracteristicas y el resultado del ajuste es usado para aceptar o rechazar la interpretacién.
Para poder realizar el apareamiento entre caracteristicas, la mejor correspondencia para
cada punto caracteristico puede ser encontrada usando la minima distancia Euclidiana. Para
descartar correspondencias incorrectas se evalia la segunda mejor correspondencia. Si la
distancia entre la mejor correspondencia y la segunda mejor correspondencia es pequena,
entonces el punto se descarta pues se considera que esta correspondencia es ambigua. Es
importante que la segunda mejor correspondencia provenga de imagenes que efectivamente
provengan de diferentes objetos.

Se ha mostrado que para mas de 10 dimensiones no hay mejor algoritmo de bisqueda
de correspondencia que la exhaustiva[5]. Asi que Lowe usa el algoritmo de Best-Bin-First
(BBF)[T], el cual regresa el vecino mas préximo con una probabilidad muy alta. E1 BBF usa
un ordenamiento similar a los rboles k — d tal que los bins en el espacio de caracteristicas se
buscan en el orden de su distancia mas corta a la localidad de busqueda, més que el bin mas
cercano en el arbol. Lowe detiene la busqueda después de analizar los 200 candidatos mas
cercanos, lo cual representa una diferencia considerable cuando se tienen bases de datos con
muchos posibles candidatos. Para asignar una correspondencia sélo se consideran candidatos
donde el vecino més proximo estd a menos de 0.8 veces la distancia al segundo vecino mas
cercano, eliminando los casos mas dificiles donde muchos vecinos estan muy cerca.

4Un 4rbol k—d es un 4rbol binario que tiene en cada nodo la representacién de un punto en & dimensiones.
Cada nodo usa una de las dimensiones para dividir el espacio en dos mitades. Una mitad corresponde a la
rama izquierda y la otra mitad a la rama derecha. En cada nivel del arbol el mismo eje es usado para
hacer las divisiones. Una vez completadas todas las coordenadas, se vuelve a repetir el orden de ellas en los
subsiguientes niveles del arbol.
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Lowe encontré que podia hacer reconocimiento de objetos efectivo inicamente con tres
caracteristicas en correspondencia. Para ello, Lowe usa la transformada de Hough[2], la cual
identifica grupos de caracteristicas que votan por objetos que son consistentes con ellas. En
casi todas las implementaciones de la transformada de Hough se usa un arreglo con tantas
dimensiones como parametros. Lowe usa un arreglo unidimensional indexamiento que mapea
caracteristicas con identidades. Algunas de las correspondencias son eliminadas mediante
una verificacion geométrica en la que se calcula la transformacién afin entre el modelo y las
caracteristicas encontradas. Una transformaciéon afin puede expresarse como

t
woy [ i M2 x 4 v ) (3'15)
v Mo Mg Y ty
donde (t,,t,)" corresponde a la traslacién, y la rotacin, escalamiento y estiramiento estén

representados por los valores m;;. Realizando las multiplicaciones correspondientes, agru-
pando las incognitas y resolviendo, se tiene la expresion

mi1
y 0 010 Z” u
00 2 y 01 m21 = v, 4
2 : (3.16)
ty
Ax = b,
con solucion de minimos cuadrados expresada por
x=(ATA)" ATb. (3.17)

La proyeccion mediante la transformada afin sirve para eliminar correspondencias cuando
éstas no estan dentro de cierto rango de error. Si menos de tres puntos sobreviven a este
filtraje, la correspondencia es descartada. Una vez rechazados puntos, la transformacién afin
es recalculada y el proceso repetido.

La decision final de aceptacién o rechazo se basa en un modelo probabilistico. En este
método se calcula el niimero esperado de correspondencias erréneas al modelo, dado el ta-
mano proyectado del modelo, el nimero de caracteristicas dentro de la regién, y la exactitud
del ajuste (ver Lowe [9]). Luego se evalia la probabilidad de que el objeto esté presente dado
el nimero de correspondencias encontradas. Para Lowe, el modelo se acepta cuando hay mas
de un 0.98 de probabilidad de una interpretaciéon correcta.

3.4. Implementacién
En esta seccion presentamos un ejemplo de identificacion de animales basado en el uso

de caracteristicas locales SIF'T. En el problema tenemos un conjunto de jaguares donde se
pudo haber obtenido varias imagenes de cada uno de ellos (ver la Tabla y los ejemplos
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Figura 3.6: Analisis ROC. Una curva ROC ilustra el nivel de desemped de un algoritmo de
clasificacién. Una medida que sumariza la gréfica es el area bajo la curva (AUC). Medidas
sobre la diagonal indican un comportamiento arriba de una decisiéon azarosa.

de imagenes en la Figura . El problema consiste en determinar el individuo al que se le
tomo una imagen que se presenta.

Este ejemplo ilustra una aproximacion en la cual la solucién proviene tanto del proceso
automatico como de la intervencién humana. Por ejemplo, las imagenes son segmentadas
en forma semiautomética mediante el algoritmo de GrabCut [II]. Con esta herramienta,
el usuario define un cuadro delimitador del objeto de interés en la imagen. Entonces, el
algoritmo GrabCut construye una mezcla de Gaussianas de la distribucién del color tanto
para los pixeles al interior del cuadro limite como para los colocados al exterior. Enseguida,
un pixel dentro del cuadro delimitador se clasifica en primer o segundo plano en funcion de la
distribucion que le representa mejor. Por lo general, este proceso es muy cercano al resultado
deseado. Sin embargo, uno tiene la posibilidad de ofrecer informaciéon sobre el objeto o el
fondo mediante algunas pinceladas en las regiones que fueron mal clasificadas. Por lo general,
unas pocas iteraciones de este proceso son suficientes para lograr muy buenos resultados de
segmentacion. La Figura (a) ilustra el proceso mediante una interfaz con el programa
GrabCut. El resultado de GrabCut se procesa para llenar agujeros y eliminar el ruido de sal
y pimienta. La Figura (b) muestra los resultados de la segmentacién binaria que separa
entre objeto y fondo.

En [3] se hace la caracterizaciéon de animales usando descriptores locales SIFT[13]. Dado
que para la mayoria de los animales hay varias imagenes del mismo individuo, la idea es
extraer caracteristicas SIFT de la parte de la imagen donde se encuentra el animal. Luego,
para cada individuo, se agregan tantas caracteristicas como fuera posible obtener en una
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especie de enfoque de la bolsa-de-caracteristicas. Luego, durante la identificacion, se calcu-
lan las caracteristicas de la imagen y se comparan con las caracteristicas correspondientes a
un individuo en particular. Huelga decir que, cuando se compara la imagen de un individuo
con la bolsa-de-caracteristicas[4] que le corresponden, no se consideran las que vienen de la
misma imagen que se compara. Este proceso resulta en algunas correspondencias de las ca-
racteristicas y una puntuacién que es igual a la distancia Euclidiana entre los vectores SIFT.
Aqui se asume que la puntuacién global de un individuo es la distancia media entre corres-
pondencias. Esto resulta en un ordenamiento en el que tenemos tanto la puntuacion total
y la informacion coincidente, que sabemos verdadera. Hemos encontrado que este proceso
proporciona resultados bastante buenos. Para notarlo, ilustramos el andlisis ROC ( Receiver
Operating Characteristic)[12]. En este andlisis (ver Figura graficamos la razén de fal-
sos positivos en comparacién con la tasa de verdaderos positivos. Una forma estandar de
expresar este resultado es mediante la medicién del area bajo la curva (AUC), que para el
experimento realizado corresponde a un promedio de 0.93.

Sumario

Las caracteristicas SIF'T son una herramienta muy poderosa para la descripcion local
de las imagenes, pues son invariantes a cambio de escala, rotaciones, traslaciones, y parcial-
mente invariantes a transformaciones afines y cambios de iluminaciéon. Una amplia evidencia
experimental ha permitido la aplicaciéon de parametros muy robustos para una amplia gama
de situaciones. Las caracteristicas SIF'T son localizadas como extremos en restas de convo-
luciones de Gaussianos de las imégenes. Una localizacién mas precisa se logra mediante el
andlisis local del gradiente. El descriptor corresponde a un vector de 128 posiciones, donde
se expresan las variaciones locales de orientacién y magnitud del gradiente.

Las caracteristicas SIFT tienen una gran aplicacién en Visiéon por Computadora; por
ejemplo, en el reconocimiento de objetos. Existen muchas implementaciones del algoritmo
de Lowe [10]. Aqui utilizamos el V1Feat para presentar una aproximacién de identificacion
individual de jaguares.

Ejercicios

1. Implementa el extractor de caracteristicas SIFT basado en el Algoritmo [5

2. Lowe asigna diversos valores a los parametros del algoritmo de extracciéon de carac-
teristicas. Por ejemplo:

= Numero de intervalos por octava, s = 4,

Valor de dispersion base, 0 = 1.6,

Eliminacién de aquellos candidatos para los cuales D(x) < 0.03,

Eliminacién de puntos sobre contornos, r = 10,

Umbral para la seleccién de orientaciones dominantes secundarias, 80 %,
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= Valor mayor en el histograma normalizado no debe ser mayor a 0.2.

Modifica estos umbrales en tu implementacion del algoritmo y comenta sobre los re-
sultados.
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Parte 11

Reconstruccion Tridimensional
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CAPITULO
Estructura bajo Proyeccion Ortografica

El problema de la estructura a partir del movimiento consiste en extraer las formas tridi-
mensionales de los objetos y el movimiento de la cdmara. En este documento estudiamos la
solucion a este problema mediante una familia de técnicas conocidas como factorizacion, en
la cual la secuencia de imagenes es transformada en sus componentes de movimiento y forma.
El movimiento se refiere a los parametros de rotacién y traslacion del sistema de referencia
de la camara relativa al objeto. La forma se refiere a las caracteristicas geométricas tridimen-
sionales de los objetos. Tomasi y Kanade[II] presentaron una solucién a este problema para
el caso particular de la proyeccién ortogréfica (ver Figura . En este capitulo se asumira
que los objetos sobre los cuales se trabaja permanecen estaticos y que la reconstruccion se
expresa en un sistema de referencia fijo centrado en el objeto.

4.1. Formulacion de la Solucion

Sea Wyp,p la matriz de medicion que aglutina las observaciones realizadas sobre P
puntos a lo largo de F' imagenes. Los P puntos son aquellos para los cuales se ha encontrado
correspondencia a lo largo de las F' imégenes de la secuencia. Tomasi y Kanade[II] notaron
que el rango, o ntimero de hileras o columnas linealmente independientes, de esta matriz, es
tres. Como consecuencia, la matriz W puede ser descompuesta en las matrices Ropys, que
representa la rotacién de la camara sobre cada lugar donde se toma una imagen, y Sz p,
que representa la forma tridimensional del objeto en un sistema coordenado centrado en él.
En proyeccién ortografica, los objetos permanecen del mismo tamano, independientemente
que tan alejados se encuentren. Por ello, los componentes de la traslacion, en la direccién
horizontal y vertical, pueden ser obtenidos promediando sobre las hileras de W. Por supuesto,
el componente de profundidad de la traslaciéon no existe bajo proyeccion ortogréfica.

Refraseando, dos de las caracteristicas del método de Tomasi y Kanade es que asumen un
sistema de referencia centrado en el objeto y proyeccién ortogréafica. La primera condicién
robustece la solucién numérica del sistema de ecuaciones en situaciones que podrian con-
fundirse, e.g., una rotacién pequena sobre el eje vertical y una traslacién pequena sobre el
eje horizontal. La segunda condiciéon también robustece la solucién ante aspectos numéricos.
Por ejemplo, supéngase que se quiere obtener la profundidad de un objeto por la diferencia
de distancia de los elementos que lo conforman. Bajo proyeccion perspectiva se tiene gran
sensibilidad a la posicion de la imagen donde se estima que ocurre la proyeccién de los puntos
del mundo. Esto es asi porque en proyeccién perspectiva la profundidad estd inversamente
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(a) Proyeccion Perspectiva (b) Proyeccién Ortogréfica

Figura 4.1: Proyecciones. En proyeccién perspectiva(a), el tamano de la imagen, v, de un
objeto cuyo tamano real es Y estd en relacion inversa a su distancia Z a una camara de
longitud focal f. Por otro lado, en proyeccién ortografica(b) el tamano del objeto en la
imagen es el mismo, independientemente de su distancia a la camara, 7.e., v =Y.

relacionada con la distancia entre las proyecciones.

Esta seccién se basa en el desarrollo que Tomasi y Kanade presentan en [I1]. Dada
un conjunto de trayectorias {(uys,, vsp)|f = 1,...,F,p = 1,..., P} de P puntos sobre F
imégenes, la matriz W de observaciones se forma con la combinacion de las matrices Upy p
y Vrxp conteniendo respectivamente las coordenadas horizontales uy, y verticales vy, de las
caracteristicas sobresalientes de la imagen, tal que

W:(g). (4.1)

El desplazamiento horizontal y vertical de la camara puede ser obtenido, bajo proyeccién
ortografica, al obtener el centroide de las caracteristicas, tal que

1 & 1 &
ur=p D up YU = 2 > v (4.2)
p=1 p=1

Restando el centroide a cada coordenada de los puntos caracteristicos, tal que g, = uz, —uy
y Ufp = Uf, — Uy, se obtienen las matrices U = [Gy,] y V = [0,] que contienen las matrices

registradas de mediciones
= U
= = . 4.
\%% ( v ) (4.3)

La proyeccion ortografica difiere de la mas cotidiana proyeccion de perspectiva. En pro-
yeccion ortografica, las coordenadas horizontal y vertical de los objetos se traslada directa-
mente a la imagen, obviando la informacion de profundidad. Esta simplificacién aproxima
casos donde los objetos se encuentran alejados de la cAmara (o son pequenos) y pueden ser
aproximados con el uso de una lente telecéntrica.

En la Figura[4.2]se pretende ilustrar el problema en forma simplificada, utilizando sélo una
de las coordenadas de la proyeccién ortografica. Ahi se observa que una de las coordenadas
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(a) Sistemas de Referencia

(b) Proyeccién en el plano imagen

Figura 4.2: Estructura a partir del movimiento usando factorizacion. El sistema de referen-
cia se centra en el objeto, en {O}, y la cAmara tiene su sistema de referencia en {F'}(a). El
eje focal de la camara se encuentra en la direccién de k. Ambos {O} y {F'} estan separados
por una traslacién t;. Un punto del objeto se encuentra en la posiciéon s,. El problema de
la estructura a partir del movimiento consiste en obtener los valores de la estructura s, y el
movimiento i (no mostrado) y j, con respecto a {O}, partiendo de los puntos de la imagen
(usp, vyp) seguidos a través de una secuencia de imagenes (b). La traslacién horizontal y
vertical se encuentran obteniendo los puntos del centroide del conjunto de caracteristicas
observadas. Debido a que se tiene proyeccion ortogréfica, las dimensiones de los objetos en
el mundo se preservan en la imagen. En el diagrama no se ilustra la tercera dimensién, X

en {O} eien {F}.
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de la proyeccién vy, es producto de unos de los ejes de referencia de la camara j y la diferencia
entre la posicién del punto en el mundo s, y la posicién de la cdmara con respecto al objeto
ts, tal que
T

vfp:Jf(sp—tf), (4.4)
donde s, es un punto del objeto, t es la posicién del centro del sistema de referencia de
la cAmara {F'} con respecto al objeto {O}, y i y j son vectores unitarios, ortogonales entre
si, con las orientaciones del plano imagen en el sistema de referencia {O}. Partiendo de la
ecuacion de las coordenadas centradas en el centroide se tiene que

Upp = Vpp = Uf- (4.5)

Usando (4.2) y (4.4)), (4.5]) puede expresarse como
1P
Vpp = j?(sp —ty) — P Zj]:c(sq — ty), (4.6)
q=1

donde el término j7 puede ser factorizado, y el término t; eliminado, obteniendo
T
Upp = J:;C (Sp Bz Z Sq) : (4.7)
q=1

P
1
Dado que por construccién 2 Z s; =0, 1' se reduce a

q=1
Dy = j?sp. (4.8)

Un desarrollo similar se puede realizar para mostrar que @y, = i?sp. En suma, la matriz de
mediciones centralizadas se puede expresar como

W = RS, (4.9)
donde Rypy3 es la matriz que corresponde al movimiento y estd dada por
R= (i ... ip 1 ... jr ), (4.10)
vy Sz« p es la matriz que corresponde a la forma del objeto, y estd dada por

S=(s1 - sp). (4.11)

4.2. Método de Factorizacion

La matriz W tiene rango tres cuando se encuentra libre de error. En casos practicos hay
que obtener el valor 6ptimo. Un criterio que puede ser seleccionado esta dado por

e= argrgiélHW—RSHzF, (4.12)
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(a) Imagen (b) Matriz de llenado

(c) Trayectorias (d) Reconstruccién 3D

(e) Movimiento de la cdmara

Figura 4.3: Implementacién del algoritmo de estructura y movimiento a partir de una
secuencia de imégenes. En (a) se presenta una imagen de la secuencia. El seguimiento de las
caracteristicas resulta en las trayectorias descritas en (c) y correspondiente matriz de llenado
en (b). La estructura resutante se muestra en (d). La trayectoria seguida por la cdmara se
muestra en (e).
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donde |[|-|| ¢ es la norma de Frobenius H Una manera de resolver este problema de optimizacién
es mediante la descomposicién en valores singulares[2] de W, tal que

W =uxv’. (4.13)

Dado que W contiene ruido, ya que sabemos que es rango tres, estamos interesados en las
primeras tres columnas de U, la matriz de 3 x 3 superior izquierda de X, y las primeras tres
hileras de V, como sigue:

— ! " _ 2:/3><3 ‘ 0 - Véxp
U= <u2F><3’u2F><(P—3)) 2= ( 0 ‘ S, ) V= (V” ) . (4.14)

(P-3) (P-3)xP

Asi, la mejor aproximacion a la matriz de medicién es
W =u'sv7. (4.15)
Supongase que se llega a una solucién, arbitraria, para R y S dada por la descomposicion
R=UyS=xVT" (4.16)
Sin embargo, esta soluciéon no es unica, pues cualquier matriz invertible Q3«3 satisface
(RQ)(Q'S) =RS. (4.17)
Por tanto, la solucion general de R y S son las ecuaciones
R=RQ, yS=Q'S. (4.18)

donde la matriz invertible Q. Recordando que para matrices ortonormales la inversa es igual
a la traspuesta, Q7 = Q7!, la idea es asegurar que se cumplan las siguientes restricciones,
llamadas métricas,

i7QQ"1; =1,j7QQ"j; =1, y i;QQ"j; = 0, (4.19)

donde i? = (ilai27i3)> Yj? = (j17j2aj3)‘

4.3. Restricciones Métricas

Morita y Kanade[7] presentan un método para la solucién de las restricciones métricas.
Ellos parten del sistema

. ql alar dafq: qiqs
L=QQ = q§ (Q1 q2 Q3)= q§q1 ngz qg% (4.20)
al aGar 99 giqgs

ITa norma de Frobenius se define como

m n
|AllF = ZZ|aij|2: trace(AAH),

i=1j=1

donde A es la transpuesta conjugada o matriz Hermitiana.
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Llamada: < R, S >« SfM Factorizacion (W)
. .. U
Entradas: La matriz de mediciones Wopyp = ( Fxp )
VF><P
Salidas : La rotacion de la cdmara a través de la secuencia Ropy3 v la matriz de
la forma del objecto Sz p

// Calcular la traslacién de la cadmara con respecto al objeto
< Upx1,VFx1 >4 Centroide (U, V);
// Obtener las medidas centralizadas

-[NJ<—U—ﬁ'11XP;V<—V—V‘11XP;W: ( g );

// Aplicar factorizacién

<U,S8, VT >« Descomposicién Valores Singulares (W);

// Estimar el movimiento

R« U(:,1:3);

// Estimar la forma

S’ SV(1:3,:);

// Aplicar restricciones métricas

Q < Restricciones Métricas (R/,S');

// Calcular el movimiento

R «+ R'Q;

// Calcular la forma

S+ Q'8
Algorithm 6: Algoritmo de Reconstruccion usando Factorizacion. El algoritmo
recibe como entrada una matriz de mediciones W y calcula como salida las matrices
de movimiento R, forma S y posicién t de la cdmara con respecto al objeto.

Notando que la matriz simétrica L33 puede ser representada, elemento por elemento, como

L= 1 i 15 |, (4.21)

donde las incognitas [; deben ser encontradas resolviendo los sistemas lineales
ifLiy = 1,j7Lj; =1, y i;Lj; = 0. (4.22)

Expandiendo los productos, considerando sus componentes, es posible llegar a la construccién
de un sistema lineal que puede ser expresado en forma compacta por

Gl =c, (4.23)

63



donde Gsrye, lgx1, ¥ C3rx1 estan definidas como

g’ (i1, 1)

gT(iFaiF)
gT(j17j1) L 1

: 1= ,ycz( 2F“>, (4.24)
T /s . 0F><1
g (jr.ir) ls
gT(11,J1)

g’ (ir,jr)
y a su vez g’ (ay, by) es la transpuesta de la funcién g(ay, by), la cual se define como

aib
a1b2 + agbl
Cllbg + a3b1

azby
(lgbg + agbg

azbs

g(as,by) = , (4.25)

para vectores a; = (a1, az,az)’ y by = (b, ba, b3)T. Finalmente, 1 puede ser calculada usando
el producto
1=Gte, (4.26)

donde G™ es la pseudoinversa de Moore-Penrose de GP| Una vez obtenida 1 se puede recons-
truir L. Enseguida, la matriz Q puede ser obtenida de una variedad de formas, incluyendo
la aplicacién de factorizacién de eigenvalores, tal que

L = PAPT = PAY2AY2PT = QQT. (4.27)

Sin embargo, puede resultar que, debido a inexactitudes numéricas, la matriz L no sea
positiva semidefinida, y por consecuencia alguno de sus eigenvalores resulte negativo.

Higham[4] da una solucién a este problema y propone un método para calcular la matriz
simétrica positiva definida mas cercana a una matriz arbitraria. En su aproximacion, High-
man prueba que, bajo la norma de Frobenius, esta matriz puede obtenerse de la siguiente
manera. Primero se calcula la matriz simétrica Ly,,, como

L+L7
Lyim = +T (4.28)

Luego, se obtiene la descomposicién del eigensistema de Lyg;,, como

Lyim = UAUT. (4.29)

2Una solucién a la Moore-Penrose pseudoinversa estd dada por la descomposicién en valores singulares.
Asi, si A = USVT, la pseudoinversa estd dada por AT = VSTUT, donde ST se construye dejando los
elementos con valor cero de S iguales e invirtiendo los elementos de la diagonal. En la préctica, elementos
de la diagonal cercanos a cero con convertidos a cero.
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Finalmente, la matriz positiva semidefinida mas cercana a L, en la norma de Frobenius, es
Lpsq = UNUT, (4.30)

donde en A, corresponde a la matriz A con todos sus valores negativos puestos a cero.

4.4. Implementacién

Seo[9] ofrece una implementacién del algoritmo para recuperar la estructura y el movi-
miento a partir de una secuencia de imagenes usando el método de factorizacion para los
casos de proyeccién ortografica[l1], paraperspectivalg], y proyectiva[lQ]E]. De manera intere-
sante Seo muestra experimentalmente que la aproximacion, usando proyeccion ortogréfica,
resulta ser la méas robusta bajo ciertas condiciones. Sin embargo, se debe tener cuidado de
que las restricciones del modelo de proyeccién ortografico se cumplan. Esto puede lograrse
colocando los objetos alejados de la camara y haciendo uso de una lente telecéntrica. El
algoritmo para el calculo de la estructura a partir del movimiento mediante el método de
factorizacién, puede ser sumarizado por las lineas de pseudocédigo en el Algoritmo [6]

En la Figura se muestra el resultado de la implementacion del algoritmo de estructura
y movimiento a partir de una secuencia de imagenes usando factorizacion. Algunos cuadros de
la secuencia son desplegados en (a)-(c). Luego en (d) se muestran las trayectorias obtenidas
mediante el algoritmo de Lucas-Kanade[I0]. Los resultados para la estructura del objeto y
el movimiento de la cdmara se muestran en (d) y (e). Para el cdlculo de la solucién por
factorizacion solo se tomaron las observaciones que pudieron ser seguidas a lo largo de la
secuencia.

Sumario

El algoritmo para la obtencién de la estructura y el movimiento a partir de una secuen-
cia de imagenes constituyé un gran adelanto en Vision por Computadora. Su invencién fue
seminal en el desarrollo de una gran cantidad de variantes. En este capitulo hemos presen-
tado el planteamiento del problema en términos de una factorizacién. Hemos visto cémo
la factorizacién puede ser resuelta en forma muy robusta mediante la descomposicién en
valores singulares. Aun asi, dado que la solucién no es unica, se requiere aplicar algunas
restricciones geométricas. Sin embargo, ain cuando el modelo matemético es completo, hay
algunos detalles técnicos que observar para lograr una satisfactoria solucién numérica. Aun
cuando el algoritmo que asume proyeccion ortografica tiene un espacio de aplicacién res-
tringido, en ocasiones da soluciones mas robustas que modelos mas completos, como el que
asume proyeccion paraperspectiva, o proyectiva. La reconstrucciéon tridimensional puede ser
complementada mediante el mapeo de la imagen en las superficies de la reconstrucciéon. Uno
de los problemas abiertos es la construccién de trayectorias que guarden la historia de cada

3En proyeccién paraperspectiva las proyecciones ocurren en la direccién de la linea de proyeccién del
centro de los objetos. Basri[l] ha mostrado que la proyeccién paraperspectiva es exactamente lo mismo que
una proyeccién afin.
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Figura 4.4: El nimero de iméagenes F' y caracteristicas para poder hacer la reconstruccién
por factorizacién sigue la relacion 2F P — 4F — 3P > 0. Los circulos rojos muestran com-
binaciones vélidas, mientras que los rombos azules muestran combinaciones insuficientes de
imagenes o caracteristicas.

punto en el mundo. Esto ayudaria en la solucién de problemas visuales, marcadamente la
reconstruccion tridimensional a partir de movimiento.

El método de factorizacion ha despertado un gran interés entre los investigadores, de tal
forma que diversas extensiones han surgido. Por ejemplo, Morita y Kanade[7] presentaron
una formulacién para la obtencién de la estructura y el movimiento bajo proyecciéon de
perspectiva. Alrededor del mismo tiempo, Triggs[12] presenté una formulacién para el caso
de la proyeccion de perspectiva. Un resumen de las diversas técnicas que surgieron hasta
ese momento fue presentado por Kanade y Morris[5]. Algunos investigadores han propuesto
soluciones a algunas limitaciones del método original. Por ejemplo, Hartley y Schaffalitzky[3]
proponen una solucién al problema de la pérdida de caracteristicas durante su seguimiento.
Asi también, Kennedy et al.[6] estudian la reconstrucciéon bajo la suposiciéon de que las
imagenes son procesadas conforme se van capturando.

Ejercicios
1. La Figura ilustra que el minimo nimero de caracteristicas P e imagenes F' reque-

ridas para solucionar el problema de la reconstruccion via factorizacién. Muestra que
esta relacién esta descrita por

2FP — AF — 3P > 0. (4.31)

2. Deducir los términos de (4.25)).
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3. Implementa el Algoritmo [6] para la reconstruccién basada en la factorizacién de la
matriz de mediciones.
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Llamada: Q < Restricciones Métricas (R, S)

Entradas: Aproximaciones a la matriz de rotaciones Raopy3 y la matriz de
estructura Psyp

Salidas : Una matriz ortonormal Qsx3 que incluye las restricciones métricas que
eliminan la ambigiliedad en rotacion y estructura

// Construir la matriz G

for 1 = 1:F do

// Obtener los componentes de la rotacién

i R20i—-1)+1,:);j«< R20:—-1)+2,:);

end

// Completar las hileras de G utilizando )
G(i,:) = gT(i7 i) G(i+ F,:) = gT(j,j);G<i +2F,) =g (i,));
// Construir el vector de solucién c

lorxi
€ ( O0rx1 )7
// Resolver para l utilizando la pseudo-inversa de G
G + USVT; // descomposicién SVD de G
GT + USTVT; // calcular la pseudo-inversa de G
1+ G'c;
// Representar 1 en forma matricial
L < Representacién Matricial(l);
// Obtener la mejor aproximacién a la matriz positiva definida de L
T
Ly < UAUT; // descomposicién SVD de Ly,
Lysi < UAUT; // Eliminacién de entradas negativas de A
// Descomposicién de L,s; en su eigensistema
L,s < PAPT;
// Solucién para Q
Q « PAYZ

Algorithm 7: Algoritmo para el Calculo de las Restricciones Métricas. Después de
formar las matrices G y c se resuelve para 1. Representando 1 en forma matricial
como L, se obtiene la mejor matriz positiva definida que la representa antes de
resolver para Q.
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CAPITULO

Reconstruccion bajo Proyeccion Perspectiva

El problema de la estructura a partir de movimiento se puede resolver mediante al-
goritmos que encuentren la correspondencia entre puntos en una secuencia de imégenes y
propiedades geométricas en las camaras. Si bien geométricamente el problema esta resuelto,
en la préactica hace falta tratar el aspecto numérico con la finalidad de obtener soluciones
robustas. En este capitulo hacemos una revisién de algunas definiciones geométricas que
ayudan a expresar la relacién entre los sistemas de referencias de las camaras, los puntos
que se observan, y sus proyecciones en imagenes. Estudiamos el algoritmo de los ocho pun-
tos y verificamos cémo con él se puede recuperar la estructura de los objetos a partir de
las coordenadas de puntos correspondientes en dos iméagenes. Posteriormente, vemos como
los valores obtenidos entre dos imagenes pueden ser utilizados como semilla para obtener la
reconstruccion de objetos utilizando un conjunto de imégenes.

5.1. (Geometria Epipolar

Cuando dos camaras comparten campo visual, es posible utilizar las correspondencias
que se establecen entre puntos en las imagenes para recuperar la informacién tridimensional
de la escena, aprovechando la construccién de lo que se conoce como geometria epipolar. En
la Figura se ilustra tal situacién. En ella, dado el arreglo de dos camaras centradas en
los sistemas de referencia {C} y {Cs}, un punto comin en el espacio q es proyectado en un
punto p en la camara centrada en {C;}. Desde el punto de vista de la cAmara en {Cs} la
proyeccion pudiera haber sido generada por, entre una infinidad de otros, cualquiera de los
puntos q,qi, q2. Una manera de resolver tal ambigiiedad seria encontrar cuél de los puntos,
en la camara centrada en {Cy}, p’, p}, p5 es el correspondiente a p. La geometria epipolar
permite establecer que la correspondencia se encuentra en la llamada linea epipolar 1' en
{C5}. Por otro lado, la linea que va del centro del sistema de referencia en {C,} al centro de
{C5} cruza los planos de las imédgenes en los epipolos e y €. Una propiedad interesante es que
todas las lineas epipolares cruzan por los epipolos. Esta geometria genera planos entre los
origenes de {C1}, {Cs}, y p, conocidos como planos epipolares. Por supuesto, esta geometria
genera la correspondiente linea epipolar 1 en {C}.

La alineacién entre los sistemas de referencia {C1} y {C2} puede lograrse encontrando
la rotacién R y traslacién t apropiadas. Una vez establecidas las correspondencias entre los
puntos p y p’, pertenecientes respectivamente a las camaras centrados en {C;} y {C5}, una
relacién que puede notarse es que el vector que va del origen de {C;} a p es perpendicular
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al vector normal al plano formado por la linea que va del origen de {C;} al origen de {C5}
y la linea que va del origen de {Cs} a p’. Esta condicién puede plantearse de manera més
concreta como

p” (t x [Rp/]) = 0, (5.1)

donde p y p’ se expresan en coordenadas homogénead] y x es el producto cruz entre dos
vectores. Esta operacién puede ser condensada como

p"Ep’ =0, (5.2)
donde E es conocida como la matriz esencial y estd dada por
E= [t |R, (5.3)

v |tx] es una matriz skew symmetric que sirve para representar un producto cruz. Es decir,
para el vector t7 = (t1,ty,t3) la matriz |ty | estd dada por

0 —t3 t
lte = ts 0 —t; |. (5.4)
—ty 1 0

La matriz esencial captura la geometria epipolar de una estructura de toma de imagenes.
Longuet-Higgins[5] mostr6 que para resolver la matriz esencial se requeria encontrar la corres-
pondencia de ocho puntos en el espacio. Sin embargo, las correspondencias son establecidas
entre puntos de las imagenes que forman parte del arreglo estéreo. La relacién entre los
puntos p y p’, expresados en los sistemas de referencia de las imdgenes centradas en {C1} y
{C5}, y sus observaciones p y p’, respectivamente, estd dada por

p=Kp, yp' =K'p/, (5.5)
donde K es la matriz de la cdmara, y esta dada por
fo 0 —c,
K= 0 fy —¢ |, (5.6)
0o 0 1

en donde (fy, f,) son los ejes focales con respecto a las direcciones horizontal y vertical y
(cz, cy) es el centro 6ptico de las camaras. Es decir, la geometria epipolar, en términos de los
pixeles correspondientes en la imagen p y p’ puede ser establecida como

p'KTEK''p' = p'Fp' = 0. (5.7)

Dado un punto w; y la matriz fundamental F, la linea epipolar en la segunda imagen co-
rresponde a FT11;. Asimismo, F} es la linea epipolar correspondiente a W; en la primera
imagen. La matriz fundamental establece la propiedad de que un punto W; estd en la linea
epipolar Fu/; si y sélo si w/;Fi; = 0. Las matrices esencial y fundamental pueden ser usadas
para reconstruir una escena, rectificar las imagenes, calcular invariantes proyectivos, detectar
falsas correspondencias, y resolver el problema de la estereoscopia.

1La geometria proyectiva es inherentemente no lineal. Una forma de incorporar el herramental de Algebra
Lineal en la solucién de problemas de perspectiva consiste en ampliar la representacion agregando un escalar
en una nueva dimensién y luego escalando las demés coordenadas por ese elemento agregado. Asi, un vector
(z,y)T se expande a (z/w,y/w,w).
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{C1}

Figura 5.1: Geometria Epipolar. Dado un arreglo de dos cdmaras, centradas en {C} y
{C5}, que comparten un campo visual, un punto en el espacio q es proyectado en un punto
p en la cdmara {C}}. Desde el punto de vista de la cdmara en {C3} el punto que gener6
tal proyeccion pudiera ser, entre una infinidad de otros, cualquiera de los puntos q, qi, qs-
La manera de resolver tal ambigiiedad seria encontrar cudl de los puntos, p’,p}, p;, es el
correspondiente a p. La geometria epipolar permite establecer que la correspondencia se
encuentra en la linea epipolar I'. La linea que va del centro de {C}} al centro de {C5} cruza
los planos de las imédgenes en los epipolos e y €. Una propiedad interesante es que las lineas
epipolares cruzan por los epipolos. Esta geometria genera planos entre los vértices {C}},
{Cs}, y p, conocidos como planos epipolares. Esta geometria genera las correspondientes
lineas epipolares 1 en {C} y 1 en {Cy} .

5.2. Algoritmo de los Ocho Puntos

Para dos puntos u = (u,v,1)” y u’ = («/,0',1)T correspondientes en la imagen, la matriz
fundamental F de 3 x 3 se define como

u’Fu’ = 0. (5.8)
Expandiendo tenemos

fu fiz fis u
(w0, 1) | far foo Jfos v | =0, (5.9)
fa1 fa2 fa3 1

donde al hacer las multiplicaciones resulta en el sistema

ud fi1 4w’ for + ufsr + U fro + 0V foo + v s + U fr3 + 0 faz + f33 = 0. (5.10)
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Dado un conjunto de correspondencias entre puntos u; y u'y, para k = 1,...,m, podemos
formar un sistema lineal con la siguiente estructura

fu
o
, o

/ / / / /
ULU 1 U1V Uq MU V1V v1T U1 U1 1 f12

fa2 | =0. (5.11)
U W UV Um U U0 Uy Wy U 1 J32
f13
Jos
f33

En notacién matricial, la expresién anterior puede escribirse en forma mas compacta como
Af =0. (5.12)

Dado que la matriz fundamental se define hasta un factor de escala, se usa la restriccién
de que la magnitud de f es igual a uno. Asi, la matriz fundamental F requiere la definicién
de nueve entradas. Sin embargo, se tiene la restriccién adicional sobre la magnitud de f.
Por tanto, la matriz A tiene s6lo ocho columnas linealmente independientes y por ello sélo
se requiere el establecimiento de la correspondencia entre ocho puntos, excepcion hecha de
estructuras como planos, loa cuales veremos mas adelante. De hecho, en muchas ocasiones
tenemos muchas mas de ocho correspondencias, lo que da pie a buscar la solucién de minimos
cuadrados del sistema. Alternativamente, buscamos el eigenvector de V asociado al valor
singular, o9, més pequeno de la descomposicién en valores singulares (SVD) de A.

Dado que la proyeccion de los puntos en la imagen por la matriz F resultan en las
lineas epipolares sobre el plano de la segunda imagen, se puede deducir que la matriz F
es rango dos. Todavia mds, especificamente su espacio nulo izquierdo, FTu = 0, y derecho,
Fu' = 0, corresponden con los epipolos en las imédgenes en los sistemas de referencia {2} y
{1} respectivamente. Una forma de forzar el rango dos de F es calculando la descomposicién
en valores singulares, tal que

F = UxV?
01
_ U oy VT (5.13)
03
y haciendo el valor singular mas pequeno, igual a cero, tal que
01
FF = U lop} VT, (5.14)
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Llamada: F <+ Calcular Matriz Fundamental (P,Q)

Entradas: Los puntos correspondientes Pyy,, = (P1,---,Pn), con p; = (u;,v;)7 y
Qoxn = (qQ1, -+, qn), con q; = (u},v})T, donde el punto p; corresponde
con el punto q;

Salidas : La matriz fundamental F entre las imagenes pertenecientes a las
cdmaras centradas en los sistemas de referencia {i} y {j}

// Normalizar coordenadas, usando §5.3[, obteniendo las nuevas

coordenadas y la transformacién.
(P, T,)  Normalizar (P); (Q,,T,) < Normalizar (Q);
// Formar la matriz A
wu'y  wvy o w vy vy v uy v 1
A= : Nk
U W U Um UpWen UmU' Um W Uy 1
// Obtener el espacio nulo de A
f < Espacio_Nulo (A);
// Reordenar el vector como una matriz de 3 X 3. Si la reconstruccién
es por columnas, habrd que trasponer la matriz resultante
F’' <Reconstruir (f);
// Asegurar que F’ tenga rank-2
(Up,Sp, Vp) < Descomposicién Valores_Singulares (F');
Sr(3,3) < 0;
F' « UFSFVE,
// Revertir los efectos de la normalizacién
F « TgF’Tp;
// Normalizar para obtener la matriz fundamental

F < F/|[F[};

Algorithm 8: Célculo de la Matriz Fundamental. El algoritmo recibe como entrada
los puntos correspondientes entre iméagenes y regresa la matriz fundamental.

Limitaciones del Algoritmo de los Ocho Puntos

Si bien sencillo, el método de los ocho puntos es muy sensible a transformaciones de

las coordenadas. Hartley[3] hace la observacién de que una transformacién T aplicada a los
puntos de la imagen en correspondencia, hara que la solucién de la matriz fundamental F
cambie. Es decir, supongase que las coordenadas de puntos correspondientes pasan a través

de las transformaciones T y T, tal que

a=Tu, yo =T. (5.15)

Sustituyendo en (j5.8), tenemos que la nueva relacién entre las coordenadas estd dada por

a'T"FT ' =0, (5.16)

donde F = T"""FT! es la matriz fundamental de la correspondencia entre 0 y .
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Llamada: < R,t > Movimiento_entre_Imigenes (P, Q)

Entradas: Las correspondencias entre los puntos Poy,, = (p1, ..., Pn), con
Pi = (Ui, v;) ¥ Qaxn = (d1;---,dn), con q; = (uj, v;), y matriz de
parametros intrinsecos de la camara K.

Salidas : La rotacion R y traslacion t entre los sistemas de referencia centrados
en la camara {i} y {j}

// Calcular la matriz fundamental

F + Calcular Matriz Fundamental (P, Q)

// Obtener la matriz esencial

E + K'FK;

// Obtener la descomposicién en valores singulares de E
< Ug,SE, Vi >« Descomposicién Valores Singulares (E);

0 -1 0
// Dada la matriz W<+ | 1 0 O Obtener la rotacién R y
0 0 1

traslacién t

// Reducir las soluciones espejo

R} « Ri[[R[;R; < R5[[R5|;

// Extraer el vector de traslacién
T3

t/ T173
Ty

// Resolver la ambigiiedad

< R,t >« Resolver_Ambigiiedad (R}, R}, t', P, Q);

Algorithm 9: Algoritmo de Reconstruccién entre Iméagenes. El algoritmo recibe
como entrada los puntos correspondientes entre imagenes y regresa la rotacion y
traslacion entre cuadros.

?

Con el cambio de variable en - la ecuacién Af = 0 tomarfa la forma Af = 0.
Intrinsico en el cambio de variable se tendria una relacién A = AS, donde S es una matriz
de 9 x 9 que se expresa en términos de T. Para que la solucién, con y sin la transformacion,
fuera la misma, f deberfa corresponder al eigenvector més pequeno de ATA tanto como
f corresponde al eigenvector mas pequeno de ATA. Es decir, mientras que la solucién a
Af = 0 corresponde al menor eigenvector de AT A, expresado por ATAf = \f, para Af se
deberia cumplir la siguiente relacion para su eigensistema

~

STAT(AS)f = Af. (5.17)

La relacién Af = ASf = 0 también implica que la relacién entre las soluciones f y f deberfa
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Llamada: < R,t >+« Resolver Ambigiedad (R}, R}, t', P, P’)

Entradas: Dos posibles rotaciones R} y R, y traslacion t entre los sistemas de
referencia centrados en la cdmara {i} y {j}, y puntos correspondientes
P={pi,...,pu} y P ={P},...,P,}

Salidas : La rotacion R y traslacion t entre los sistemas de referencia centrados
en la camara {i} y {j}

// Considerar las combinaciones
<R, t' > <Ryt > <R|,—t' > <R}, —t' >. Para cada una de ellas
hacer lo siguiente

// Supéngase que cada una de ellas se asigna sucesivamente a R y t,

donde
i1 T2 713 17
R+ | ror 1m0 123 |5t | & |
r31 T32 133 t.

// Resolver el sistema siguiente, donde implicitamente se supone que
la rotacién de la primera posicidén se asignan a la identidad y su
traslacién es cero. En adicién, se supone que p; = (z;,¥;) ¥
p; = (2},y;) corresponden al punto (uj,v;, w;)

u .
_ , J
0 1 Y; v B 0
/ / / i - / )
T31T; — T T3l — Ti2 733X — T3 w. by — 1.7
/ / / J /
T31Y; —To1 T32lY; — T2z T33Y; — 723 ty — L.Y;

// Escoger la combinacién de rotacién y traslacién que no tenga
valores negativos en los puntos reconstruidos.

Algorithm 10: Algoritmo para Soluciéon de Ambigiiedad. Las cuatro posibles com-
binaciones son tratadas. La combinacion que se escoge es aquella sin puntos del
mundo, detras de las camaras.

ser f = S~!f. Por tanto, de 1' uno puede derivar las siguientes equivalencias

STAT(AS)f = STAT(AS)SIf,
— STATATF,
— STAf,
= ASTSf,

(5.18)

y (5.17) y (5.18) en general difieren. En otras palabras, si S es diferente a la matriz identidad,
f dejara de ser un eigenvector de la matriz (AS)”(AS). La solucién, en palabras de Hartley[3],

requiere normalizar las coordenadas expresandolas en un sistema de referencia candnico.

Otro de los problemas del algoritmo de los ocho puntos es el rango dinamico de la ma-
triz ATA. Hartley[3] ilustra el punto con el siguiente ejemplo. Considere una coordenada

correspondiente a (100, 100) para ambos u y u’. Un renglén a’ de A tendria coordenadas

a’ = (10%,10% 10% 10%, 10 107, 10%, 10%, 1). (5.19)
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Luego, las entradas de AT A tendrifan alguna entrada de la forma aa”. Por ejemplo, la diago-
nal de AT A tendrd entradas en el orden de magnitud de (108, 10%, 104, 108,108,104, 104, 104, 1).
Usando la propiedad de entrelazado[Q]EL Hartley muestra que en este caso la condicion de la
matrizﬁ de AT A es mayor de 10* + 1. Un segundo problema facil de observar es que el origen
del sistema de coordenadas de la imagen se encuentra en la esquina superior izquierda. Ello
resulta en que todas las coordenadas sean positivas.

Una forma facil de mejorar la condicién de una matriz es trasladar el sistema de referencia
de tal manera que el centroide de los puntos sea el origen del sistema de referencia. Es decir,
suponiendo que x; = (x;,y;) describe las coordenadas en la imagen del i-ésimo punto, las
coordenadas centralizadas se obtendrian con

y n es el numero de puntos. Luego, Hartley[3] explora dos esquemas de escalamiento de
coordenadas. En el primero, la idea es que en promedio la distancia al origen sea /2. En
otras palabras que el punto promedio se localice en (1,1,1)7 en coordenadas homogéneas
para cada imagen. Es decir, necesitamos definir una constante k tal que

1 n
B3yl = V2 (521)
i=1

de donde se deriva que las coordenadas normalizadas se obtienen aplicando

vl =k-yi = Von—2— (5.22)

> lyill
i=1

Yi
1
toma correspondientemente la forma T = diag(k, k, 1).

Hartley[3] explora un segundo esquema de escalamiento tal que los momentos de segundo
orden (momentos principales) de los datos sean unitarios. Supéngase que tenemos n puntos
u; = (u;,v;,1)T. Ahora férmece con ellos la matriz

o en otras palabras, si u toma la forma u = entonces la transformacion canénica T

> uwuf =nJJ’, (5.23)
=1

2La propiedad de entrelazado permite calcular relaciones entre los eigenvalores de una matriz simétrica.
Asi, para una submatriz principal de r X r correspondiente a una matriz simétrica A,, de n X n la siguiente
propiedad se cumple

>\T+1(A7‘+1) S Ar(Ar) S )\r(Ar+1) e S )\Q(Ar+1) S )\I(Ar) S )‘1(A7"+1)7

donde A, es la matriz principal de r x r de A,, y A, su correspondiente r-eigenvalor mas grande.

3La condicién de una matriz A puede referirse aproximadamente a la magnitud del cambio de x con
respecto a un cambio en b en el sistema Ax = b. En otras ocasiones la condicién se define como el cociente
entre el maximo eigenvalor y el minimo eigenvalor de una matriz.
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donde J es una matriz triangular inferior y corresponde a uno de los factores de la descom-
posicién de Cholesky[2]|ﬂ. Se sigue que la transformacién

> I uu! I =nl, (5.24)
=1

puede ser usada para generar las variables i; = J~'u;, tal que

n

> ] =nl, (5.25)

i=1

con lo cual los puntos 1; tienen su centroide en el origen y sus momentos principales son
unitarios. En este caso la transformacién canénica toma la forma T = J 1.

Con esta transformacion, podemos ahora calcular la matriz F’ con los datos transformados
por el operador T y usando el algoritmo de los ocho puntos. Enseguida, se puede recuperar
la matriz fundamental aplicando la transformacion

F =T7F'T. (5.26)

5.4. Obtencion de la Estructura

De (5.7)) la relacién entre la matriz esencial y la matriz fundamental estd dada por la
relacion
E = K'FK/, (5.27)

y la matriz esencial puede ser descompuesta en su rotacion y traslacién, mediante la solucion
de lo que es conocido como el problema de la orientacion relativa. Una cosa importante es que
mientras la rotacion puede ser recuperada con exactitud, la traslacion tiene una ambigiiedad
de un factor de escala. Esto es asi por la inherente limitacién de la proyeccion perspectiva en
donde existe la dual interpretacion sobre si las imagenes corresponden a un objeto distante
y grande, visto desde camaras que estan separadas entre si, o se estd observando un objeto
pequeno y cercano desde camaras que estan muy cercanas una de la otra.

Para obtener la rotacién y translacién, Hartley y Zisserman[4] proponen una estrategia
que utiliza la descomposicién en valores singulares de la matriz esencial, como E = ULVT.
En esta descomposicién, por el rango y normalizacién de escala de E, la matriz de valo-
res singulares queda definida como L = diag(1,1,0). En su método, Hartley y Zisserman
requieren la definicién de la matriz W como

1

W = (5.28)

O = O

0
0

_ o O

4La decomposicién de Cholesky de una matriz positiva definida A tiene la forma A = LL*, donde L es
una matriz triangular inferior y L* es la transpuesta conjugada de L[2]. Por su lado, el complejo conjugado
de un numero tiene igual parte real y parte imaginaria opuesta.
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Lo cual resulta en aplicacién de la factorizacion

ltx] = ULWUT,
5.29
R = UW V7 29

La verificacién de la matriz [t | puede realizarse expandiendo la matriz U en sus compo-
nentes constitutivos y la realizacion de los calculos matriciales. Para verificar R, Hartely y
Zisserman[4] proponen la siguiente derivacion,

E= |t -R=UWLU” . UXV’" = UWL - XV7, (5.30)

con lo cual X debe ser igual a W~ o equivalentemente, pues W es una matriz ortonormal,
WT,

Al final, el vector t recuperado se convierte en vector unitario. Hartley y Zisserman [4]
muestran que hay un limitacion, pues se tiene de recuperar el signo de la matriz E. Es decir,
hay cuatro soluciones posibles: dos por el signo de la traslacion t, y dos por el uso de W 6
WL, Las soluciones se manifiestan en la posicién de los puntos tridimensionales con respecto
al sistema de referencia de las camaras. Una solucién resulta en que los puntos recuperados
se encuentren enfrente de ambas camaras. Otras dos soluciones resultan en que los puntos
se encuentren para una camara adelante y para otra atras de sus respectivos sistemas de
referencia. En la tltima solucién los puntos se encuentran atras de los sistemas de referencia.
Para escoger la solucion forma de t y W, hay que tratar un par de pixeles correspondientes
y verificar cudl es la posicién del punto en el mundo con respecto al sistema de referencia de
las camaras.

Una vez obtenidos los valores de la posicién relativa de las cdmaras, es posible recuperar
la posicion de los puntos en el mundo p usando su proyeccién en la imagen q mediante la
solucién de la relacién[10]

q = KTp,
; U
T 115 Ti25 T135 laj v (5 31)
Aoy = K| 7oy 725 7235 Ly w |
1 r31; 1325 T33; Lzj 1

donde \; refleja el factor de escala, y el indice j se refiere a la cadmara j-ésima. Premultipli-
cando ambos lados de (5.31]) por K se tiene

, u
x T T12; T13j taj v
>\j y] - r21] r22j r23] ty] w (532)
1 r31j T32j 133 Uz 1
El ultimo renglén puede ser usando para resolver \; como
)\j = T31;U + 324V + T33;W + tzj. (533)
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Figura 5.2: Obtencién de Caracteristicas. (a) Imaginemos una esfera que contiene algunos
puntos caracteristicos en su superficie, cuya normal se conoce. Luego, la camara se mueve
alrededor de la esfera al tiempo que toma imagenes. El resultado de la busqueda de su
correspondencia se encuentra en la matriz de llenado (c), y las medidas horizontales (d), y
verticales (e). Finalmente, su correspondencia se ilustra en (b).

Reemplazando (5.33)) en los dos primeros renglones de ([5.32)) se tiene

U
/
(7’31ju + 732,V + T33; W + tzj)iﬂj 115 Ti25 T13j txj (Y (5 34)
7 .
(7’31]"& + 325U + T33; W + tzj)yj 215 T225 T235 tyj w
1
Realizando las multiplicaciones y resolviendo para p = (u,v,w), se tiene
- . !l — . 2 — . u to— 1.7
731505 — T11;  T325L; — T125 T33;T; — T'135 v . zj zj T (5 35)
! / ! - / . .
T31Y; — T215  T325Y; — T225  T33Y; — T235 w ty; — tzjyj

Mediante la observacion del mismo punto por varias camaras se tienen las restricciones
suficientes para resolver el sistema lineal por minimos cuadrados.
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(a) Homografia (b) Pardmetros de un plano

Figura 5.3: Objetos planos. Una homografia (a) es una transformacién lineal que mapea
puntos de un plano a otro plano. Un plano (b) es la figura geométrica para cuyos puntos p;
su proyeccion a un vector normal n al plano resulta en una distancia c

5.5. Objetos Planos

Sorprendentemente, los objetos planos presentan cierta dificultad para ser reconstruidos
mediante el esquema que presentamos anteriormente. En la practica, la matriz A en ([2.44))
tiene un rango menor a ocho y las ecuaciones comienzan a producir resultados que no tienen
sentido. En esos casos, la rotacién y traslaciéon pueden derivarse de la homografia que se
forma entre las correspondencias de las imagenes del plano . Sin embargo, las formulaciones,
conocidas como descomposicién de la homograffa, actualmente encontradas(I], 11, [§], resultan
numéricamente muy inestables. Una homografia es una transformacion lineal que permite
proyectar los puntos de un plano en otro plano (ver Figura[5.3((a)). Para el caso de posiciones
de pixeles representados en coordenadas homogeneas, donde los puntos se representan en un
espacio de tres dimensiones, una homografia requerira definirse como una matrix H de 3 x 3.
Dado que que cada punto proporciona dos restricciones, correspondientes a su posicién en la
imagen, y que la homografia se define hasta un factor de escala, requerimos cuando menos
cuatro correspondencias para definir la transformacion.

La ecuacién de un plano (ver Figura [5.3(b)) se define como

n’p=c, (5.36)

donde p representa un punto en el plano, n es un vector unitario normal al plano y c es la
distancia entre el origen del sistema de referencia y el plano. Es decir, un plano es el lugar
geométrico de los puntos p; cuya proyeccién con respecto a un vector unitario n permanecen
constantes. Por otro lado, puntos correspondientes, p y q, pertenecientes a dos posiciones
diferentes de la camara se relacionan mediante la relacién

q=Rp+t, (5.37)

donde R y t son respectivamente la rotacién y traslacion que relacionan los sistemas de
referencia locales de las camaras. Si multiplicamos y dividimos el término de traslacion de
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(5.37) la siguiente derivacién resulta

q = Rp+t-,

(5.38)

donde H es la homografia que modela hasta por un factor de escala, la transformacion de los
puntos correspondientes de una imagen a la siguiente. Para obtener la homografia se puede
utilizar el Algoritmo [§, usado para obtener la matriz fundamental.

Para la extraccién de la rotacion y translacion hay varias alternativas. Sin embargo,
todas ellas son complejas y numéricamente sensibles. Por ejemplo, Faugeras[I] y Zhang[I1]
proponen soluciones numéricas donde la descomposicién por valores singulares (de H en el
caso de Faugeras y de HH” en el caso de Zhang) les permiten definir expresiones para la
rotacion y translacion. En el caso de Malis y Vargas[§], ellos obtienen expresiones anéliticas
para la rotacién y traslacién partiendo del andlisis de los cofactores de la expresiéon H'H —1.
Todos los casos resultan multiples posibilidades que hay que descartar mediante el uso de
restricciones espaciales. Por ejemplo, algunas soluciones se eliminan pues el resultado debe
expresar que ambas camaras se encuentran en el mismo lado del plano. Otras soluciones se
eliminan pues los puntos reconstruidos visibles deben estar frente a la cdmara. Los lectores
son invitados al estudio de las citas para obtener mas detalles sobre la obtencion de la rotacion
y la traslacién. Con el conocimiento de estos parametros se puede obtener la estructura del
objeto aplicando ([5.35]).

5.6. Bundle Adjustment

Como resultado del proceso anterior, se tiene una aproximacion a la estructura tridi-
mensional de la escena, por medio de los puntos p;, para ¢ = 1,..., P. Igualmente, se tiene
una aproximacion al movimiento de la camara, a partir de las rotaciones R} y t7, para
j=1,...,F y {w} el sistema de referencia del mundo. Estas aproximaciones han sido
obtenidas mediante el andlisis entre pares de imagenes. Sin embargo, la estructura puede
aproximarse mejor utilizando las observaciones que pudiera haber para cada una de las ca-
racteristicas sobre todas las imagenes donde hubieran sido observadas. Igualmente, la nueva
estimacién de la estructura afecta la estimacion de la rotacion y traslacién entre imagenes.
Asi, el Bundle Adjustment se refiere a la estimacién de los parametros de estructura y movi-
miento utilizando todas las caracteristicas sobre todas las imagenes mediante alguna medida
que permita identificar su valor 6ptimo. La forma estandar de hacer esto es midiendo la
diferencia entre las mediciones hechas y las proyecciones que resultan del valor actual de los
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parametros. Es decir, partiendo de (5.31)), la medida de error puede ser definida como

F P
e=> Y lai—aXT;p) |, (5.39)

j=1 i=1

donde q;; es un punto en la imagen y q es una funcién que proyecta al punto p; en el plano
imagen. Para entender su definicién, comencemos con la expansién del término KTp, para
un cierto punto de una imagen dada. Para ello, utilizamos la definicién de K en y T
en . Esto resulta en la expansion

U
fz 0 —cy ri1 Tiz T13 ta v
KTp = 0 fy, —¢ To1 Toa Toz 1y w |
0 0 1 31 T32 T33 tz 1 (540)

fo(uriy + vrig + wrig + t,) — ¢ (ursy + vrse + wrss + t,)
= fy(uray + vrag + wrag +t,) — ¢y (ursy + vrsy + wrss +t,)
ursy + VT3 + wWrsas + tz

De esta forma, la funciéon q puede ser definida como

fx(urn + Urig + wWryz + tx) — Cy

ursy + vrse + wrss + 1,
4 (KTp) = . (5.41)
fy(UT21 + UT9g + WTras + ty) — Cy
ursy + vrsg + wrss + 1,

La solucién de (5.39) requiere la utilizacion de un algoritmo de optimizacién no lineal,
tal como Levenberg-Marquardt (LM) o Nelder-Mead (NM)[9]. El método de LM es un al-
goritmo de optimizacion no-lineal popular. El método utiliza una mezcla de informacién del
gradiente y de la curvatura para determinar la direccién y cantidad de desplazamiento sobre
el espacio de solucién. Por su parte, el método de NM utliza el concepto de Simplex, o figura
geométrica mas simple con n + 1 vértices en espacios de dimension n, i.e., un tridngulo en
dos dimensiones, un tetraedro en tres dimensiones. La idea es expandir o contraer, mediante
el desplazamiento de uno o varios vértices durante cada paso, buscando los minimos.

5.7. Implementacion

Prince[I0] propone que la reconstruccién tridimensional de las observaciones realizadas
requiere la solucién de los siguientes pasos:

1. Calcular la posicién de puntos caracteristicos, por ejemplo mediante la utilizacién del
detector de Lucas-Kanade[7] o detector de SIFT [6] (ver Figura [5.2)).

2. Encontrar la correspondencia entre los puntos caracteristicos.

3. Calcular la matriz fundamental F utilizando la versién normalizada del algoritmo de
los ocho puntos [3].
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4. Refinamiento de correspondencias que no concuerdan con la matriz fundamental. Esto
se hace regularmente eliminando correspondencias que se encuentran muy lejos de la
linea epipolar o muy desviadas con respecto a la amplitud del campo visual.

5. Estimar la matriz esencial E mediante ((5.27)).

6. Descomponer la matriz esencial en la rotaciéon R y traslacion t relativa entre las posi-
ciones de las cdmaras usando (|5.29)).

7. Estimar los puntos en tres dimensiones usando la solucion por minimos cuadrados del

sistema expresado en ([5.39)).

En nuestro caso, hemos desarrollado el ejemplo que se ilustra en la Figura[5.2] Supéngase
que un conjunto de puntos son desplegados en la superficie de una esfera centrada en el
origen, definida por las relaciones

u = rcosfcosa,
v =rcosfsina, (5.42)
w = 7rsin,

donde —7/2 < 6§ < 7/2 corresponde a la elevacién y 0 < a < 27 corresponde al azimuth.
Las normales son faciles de definir pues corresponden a la linea que va del centro de la
esfera a cada punto, normalizadas por su magnitud. Luego se simula una camara donde
se proyectan los puntos de la esfera. Enseguida, se encuentra la correspondencia entre los
puntos para imagenes sucesivas. Esto proporciona la matriz de llenado Fryp y de medidas
Whrxp, donde F' es el nimero de imédgenes y P el niimero de caracteristicas.

En el Algoritmo [0 se describen los pasos para realizar la recuperacién de la rotacién y
traslacion entre imagenes. En particular, esto requiere la obtencion de la matriz fundamental
F. El conjunto de pasos que hay que seguir para ello se ilustra en el Algoritmo 8| En adicién,
la extraccion de la rotacién y traslacion a partir de la matriz esencial genera ocho candidatos.
La seleccién de la solucién a partir de los candidatos se detalla en el Algoritmo [10} Algunos
ejemplos de la reconstruccién tridimensional se ilustran en la Figura[5.4] La que corresponde
a coordenadas de Z positivas es aquella que es correcta.

Sumario

La geometria epipolar establecida para un par de imagenes tomadas con cadmaras con
campo visual compartido permite el establecimiento de restricciones que facilitan tanto la
busqueda de la correspondencia como la recuperacién de informacion tridimensional. La
matriz fundamental y la matriz esencial son componentes primarios de esta aproximacién.
Sin embargo, su obtencion requiere la normalizacién cuidadosa de los valores de las posiciones
de las caracteristicas en la escena, como lo muestra el algoritmo de los ocho puntos. Una vez
obtenida la matriz fundamental, la matriz esencial puede ser calculada utilizando los valores
intrinsecos de la cAmara. Posteriormente, la rotacion y traslacion relativas entre observaciones
pueden ser recuperadas. La estimacion de la posicién de puntos en el espacio puede resolverse
mediante un sistema lineal. Los datos obtenidos proporcionan un buen valor inicial donde el
uso de multitud de vistas permite soluciones mas generales y potencialmente mas robustas.
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(a) Correcta (b) Incorrecta
Figura 5.4: Reconstruccién usando el algoritmo de los 8 puntos para dos imagenes conse-
cutivas. La solucion corresponde a puntos en el mundo, enfrente de la camara.
Ejercicios
1. ;Cudl es la ventaja/desventaja de los esquemas de normalizacién presentados?

2. ;Dénde se origina la matriz W en (5.28])?

3. ;Cudl es la interpretacién fisica de las soluciones posibles para R = RJ|R|| en el
algoritmo [10]:

4. Programar el Algoritmo [9] de reconstruccién de los Ocho Puntos.
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CAPITULO

Imagenes de Profundidad

Existen diferentes formas mediante las cuales puede realizarse una reconstruccién tridi-
mensional virtual a partir de imagenes usando Visién por Computadora. Una de ellas es
mediante estructura a partir de movimiento[§]. Por ejemplo, una vez obtenido un conjunto
de observaciones, uno podria aplicar factorizacion matricial. Hemos visto que en este ca-
so, se utilizan las suposiciones de proyeccién ortografica de los objetos y que los objetos
constituyen el centro del sistema de referencia. En otra aproximacién, tenemos las técnicas
basadas en el establecimiento de una geometria epipolar entre un conjunto de observaciones,
la obtencién de las matrices que relacionan geométricamente las caAmaras y la bisqueda de
la correspondencia entre los puntos caracteristicos[4]. Sin embargo, aunque los desarrollos
relacionados con estas tendencias han sido considerables, ain queda camino por avanzar
para su aplicacion general y en tiempo real. En esta parte del documento, tomamos nota del
reciente uso de imagenes de profundidad de muy buena calidad que pueden obtenerse con
las camaras disponibles en el mercado (ver Figura[6.1).

En este capitulo, enfocamos nuestra atencion al uso de técnicas para la reconstruccion tri-
dimensional de escenarios mediante el denominado mapeo y localizacion simultanea (SLAM).
En particular, estudiamos el método desarrollado por Newcombe et al.[6] con el cual se ob-
tienen reconstrucciones volumétricas de escenarios del tamano de una habitacién en tiempo
real usando imégenes de profundidad. Dos de las caracteristicas mas sobresalientes de este
método es que la correspondencia entre la nueva observacion y las anteriores se hace me-
diante el algoritmo llamado Iterative Closest Point (ICP)[1], y que esta correspondencia se
hace entre la observacion actual y el modelo completo y denso que hasta ese momento se ha
elaborado.

6.1. Calcular Vértices

El método que proponen Newcombe et al.[6] tiene etapas para la medicién de las super-
ficies, la actualizacion de la reconstruccion, la prediccion de la forma de la superficie y la
estimacién de la posicién del sensor (ver Figura . En su método, la posicién de la cdmara
en el tiempo k, que define un sistema de referencia denominado {k}, se representa en el
sistema de referencia global {g} con la matriz

RY t7
(o 1), ©1)
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(a) (b)

Figura 6.1: Imégenes de color y profundidad tomadas con la camara Kinect 2 de Microsoft.

Figura 6.2: Diagrama de funcionamiento del algoritmo de KinectFusion basado en [6].

donde R € S@ﬂ, es la rotacion del sistema de referencia de la cAmara con respecto al sistema
de referencia global, y t{ € R? es la traslacién que separa ambos sistemas de referencia
expresados en el global. Bajo esta notacién, un punto p* € R? en el sistema de referencia
de la cdmara en el cuadro {k} puede ser representado en el sistema de referencia global
mediante la operacién p? = T{p*. Por su lado, la matriz de la cdmara K transforma puntos
en el plano de la cAmara a pixeles de la imagen. Asimismo, la funcién q = 7(p) proyecta
p € R? = (z,y,2)" apuntosq € R? = (z/2,y/2)" en la imagen. En la notacién de Newcombe
u

1

et al.[6], la versién homogénea de un vector es . =

En el tiempo k, los puntos en el escenario p* pueden ser representados a partir de las

LEl subgrupo de matrices ortogonales con determinante uno es llamado grupo ortogonal especial SQs5.
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observaciones hechas en coordenadas u de la imagen mediante la transformacion

p* = Rf(WK 'y,

= R*(u) 0 1/f, —c/fy Uy |,
1

0 0 1 (6.2)
(uz - Cx)/fx
= R*(u) (uy _fy)/fy ;

donde Rj(u) € R es la distancia de profundidad para el pixel u = (u,v)?. Enseguida, con
la finalidad de reducir el ruido presente en las observaciones, sin afectar los bordes entre
superficies u objetos con diferente profundidad, se aplica un filtro bilateral, propuesto por
Tomasi y Manduchi[9] (ver Figurd6.3)), al mapa de profundidad, obteniendo con ello

D*(u) = WLP > N llu—dllz,00) N (IIR* () — R*(q)ll2,0,) B (), (6.3)

donde N (¢, ) = exp(—0.5¢*/0?) corresponde a una distribucién normal y W}, es una cons-
tante de normalizacion. Estos valores filtrados son proyectados al sistema de referencia del
sensor para obtener el mapa de vértices V¥ utilizando la expresion

V¥(u) = D*(u)K'u. (6.4)

Enseguida se calcula, mediante el producto cruz en una pequena vecindad, la direccién de
la normal en cada posicién de la imagen de profundidad, tal que (ver Figura

Nf(u) = v [(VE(u+1,0) = VH(u,v)) x (V¥(u,v + 1) — VF¥(u,0))], (6.5)

donde v [x] = x/[|x]|2 es una expresién para darle magnitud uno al vector normal. Finalmen-
te, la representacion de la imagen de vértices y vectores normales en el sistema de referencia
global {g} estda dado por la siguiente transformacién de coordenadas

Vi(u) = T{V¥(u), (6.6)

y, de manera equivalente, las normales son mapeadas al sistema de referencia global mediante
la expresiéon

NY(u) = R{N*(u). (6.7)

6.2. Estimar la Posicion
En principio se tiene la nube de puntos correspondiente a la forma que se esta reconstru-
yendo {q’} y la nube de puntos de la nueva imagen {q¥}. Uno de los problemas que surge

es encontrar la correspondencia entra ambas. En principio, una rotacién R y una traslacién
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Llamada: (R, t) < ICP (VF—1 N1 VF)

Entradas: Los puntos V! y V¥, correspondientes a los vértices modelo y los

datos, y ng;}m corresponde al estimado de las normales del modelo.
Salidas : Rotacién R y traslacion t que permiten la alineacién entre los

conjuntos de puntos.

// Definir valores para el nimero de iteraciones, k, el nimero de
distancias medias «, y el nimero de puntos para seleccionar, m

K ...;04...;m4+...; U VFk

// Iterar un nimero r de veces

for £ < 1 to x do

// Seleccionar m puntos al azar con indices i

(V4 s imx1) < Seleccionar_Puntos (U,m);

// Definir su correspondencia en términos del punto mds cercano
en el modelo. Aqui P = {p;},Q ={q;}

(P3xm, Qsxm) < Encontrar Correspondencia (Vk_l,V’);

// Rechazar correspondencias cuya distancia sea mayor a un cierto
nimero de veces « la media de las distancias. Aqui
P’ ={pi},Q = {dj}

<ngm,, Qo i’> < Refinar Correspondencias (P, Q, a,i);

// Seleccionar las normales que participardn en la minimizacién.
Aqui N’ = {n}}

N’ + Seleccionar Normales(N* i');

// Encontrar la rotacién R y traslacién t minimizando

E = arg mR{pZ (Rp}+t —q)™n})’;

// Modificar puntos de los datos
U «+Transformar Puntos (V¥ R, t);

end

Algorithm 11: ICP. El algoritmo de ICP busca calcular la rotacién y traslacion
que alinean dos nubes de puntos.
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Figura 6.3: El filtro bilateral opera tanto en espacio como en rango permitiendo eliminar
el ruido manteniendo los contornos. Aqui ilustramos su funcionamiento sobre un escalén sin
(a) y con (b) ruido. En (b) se presenta la senal original, con ruido y filtrada. En (c) y (f)
se presenta la senal sin normalizar, sin y con ruido. En (c¢) y (d) se presenta el factor de
normalizacién. En (g) se presenta el término que establece la vecindad en el dominio. En (h)
e (i) se presenta el factor del rango, sin y con ruido. El ruido es Gaussiano con ¢ = 10. La
desviacion estandar del filtro espacial es 04 = 3 y del filtro de rango es o, = 10.

t7 son parte de esta transformacién. En los pasados capitulos, los autores buscaban puntos
sobresalientes y la transformacién era calculada entre estos puntos. Aqui exploramos un tipo
particular de soluciéon en donde todos los puntos son utilizados, en una técnica conocida
como ICP (Iterative Closest Point) (ver Algoritmo [11).

En ICP se supone que hay correspondencia entre los puntos més cercanos, rechazando
aquellos cuya distancia sea superior a un umbral a. Con los puntos restantes se obtiene una
solucion cerrada, por ejemplo minimizando una funcion del tipo

B= Y [Riat o0 -] (69

La variante de ICP que utiliza KinectFusion toma en cuenta la distancia de puntos a planos.
Algunos autores enfatizan que esto permite el desplazamiento entre superficies planas. En
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Figura 6.4: La normal local se obtiene con base en el analisis de una pequena vecindad
alrededor del punto de interés. Supongase que se tiene una reticula entre las columnas u y
u + 1y las columnas v y v 4+ 1. Las medidas de distancia que salen del centro de proyeccion
de la cdmara hasta las superficies de los objetos senialan los vértices V¥(x). La normal a la
superficie en x’ = (u,v) se calcula usando (6.5)).

este caso, se busca minimizar la proyeccion del vector residual de la transformacién con la
normal de la superficie, es decir

Bo=Y_|(Riqf +t — o) 0|, (6.9)

6.3. Actualizar Reconstruccion

En el trabajo de Newcombe et al.[0], cada nueva imagen se fusiona en la reconstruccién
global que hasta ese momento se haya obtenido. Para lograrlo, ellos usan una versiéon para
tres dimensiones de la funcién de distancia con signo (SDF) propuesta por Curless y Levoy
[3], que Newcombe et al. denominan funcidn de distancia truncada con signo (TSDF). En la
SDF los valores de la funcién se asumen positivos para la superficie visible, creciendo hacia
el espacio libre, cero para la superficie de interfase, y negativos para los lados no visibles.
Para Newcombe et al.[6] los valores de la funcién se truncan en la superficie, tomando en
cuenta la incertidumbre en la medicion de la profundidad, +p.

La TSDF Si(pY) representa la fusién de los cuadros hasta la k-ésima imagen de rango,
donde p? € R3. La TSDF S, tiene dos componentes: el valor de la distancia truncada con
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(a) (b) (c)

Figura 6.5: Ilustracion del funcionamiento de ICP. En (b) se muestra el contorno externo
de la figura en (a). Supéngase que este contorno es rotado y trasladado (lineas rojas), como
se muestra en (c). ICP busca iterativamente la rotacién y traslacién que hace coincidir los

puntos (ver Algoritmo [LT)).

signo Fi(p?) y un peso Wy(p?), tal que

Sk(P?) = [Fx(p?), Wi(p?)). (6.10)

Los términos de la TSDF se construyen a partir de las observaciones que se hacen en
cuadros individuales. Asf, para un mapa de profundidad D* con una transformacién T4 con
respecto al sistema de referencia global, Fpr se calcula, en un punto p? que se encuentra en
el marco de referencia global {g}, como (ver Figura

Fpe(p?) = ¥ ([t} — p?|l2 — AD*(x)) , (6.11)

donde
x =[x (KTp?)]. (6.12)

corresponde a la posicién, en valores enteros, del pixel donde se proyecta el punto p?, el cual
se encuentra en el sistema de referencia global. Por su parte, y

W(y) = { min (1, g) sgn(n) ssin > —pu, (6.13)
null otro caso.

es la funcién que permite truncar los valores de distancia con signo (ver Figura . Es
decir, mientras que 7 sea menor que ||u||, el valor de ¥ es n/u. De otra forma, ¥ es +1,
dependiendo del valor del signo de 7. Por su lado, el peso asociado Wpx(p?) es directamente
proporcional al dngulo 6 entre la direccién del rayo del pixel y la normal a la superficie
medida en el sistema de referencia local, e inversamente proporcional a la profundidad a la
que se encuentra el objeto con respecto a la camara. Es decir, esta definida como

W (p?) = cos0/D¥(x). (6.14)

La fusién de los mapas de profundidad se realiza con el promedio pesado de las TSDF
individuales. Esto se logra obteniendo la TSDF F' que minimiza la funciéon Es decir, sea
Fpr(p?) los valores de rango en cada imagen y Wpr(p?) el valor de peso asociado a cada

95



Llamada: (F, W}) < Actualizar Reconstruccién (T9, D*, Fj_1, Wj_1)

Entradas: La posicion del sistema de referencia de la camara en el sistema de
referencia global TY, las medidas de profundidad para la imagen actual
RF, el valor actual de la distancia truncada con signo (TSDF) Fr_1 y
su peso asociado Wj_q

Salidas : Los valores actualizados de F} y su peso asociado Wy

// Calcular la distancia truncada con signa para el actual punto de
vista, usando ()

Fpr < Calcular Distancia_Truncada_Local (Ti,V"“, D¥);

// Calcular la ponderacién para el actual punto de vista, usando
619

Wpk < Calcular Ponderacién Local (TY, V¥ DF);

// Obtener los puntos visibles desde la imagen actual

p* = D*(u)K™ '

// Obtener los puntos en el sistema de referencia global

p? < Tip";

// Itera para todos los puntos visibles desde la imagen actual

for p? € P do

// Actualizar los valores de la distancia truncada con signo y
las ponderaciones

Fu(p¥) Wi—1(p?) Fi—1(p?) + Wpr(p?) Fpr (P?)

Wi-1(p?) + Wpr(p?) ’
Wi(p?) < Wia(p?) + Wpk(p?);
end

Algorithm 12: Actualizacién de la Reconstruccién. La distancia con signo truncada
y su ponderacién son recalculados después de cada toma de imagen.

medicién. Durante la operacién, el siguiente esquema (detallado en [3]) permite calcular
iterativamente los promedios ponderados como

Wi (p) Fi—1(p) + Wor(pP) Fpr (P)
Filp) = Wi-1(p) + Wpi(p) 7 (6.15)

Wi(p) = Wii(p) + Wpr(p).

6.4. Predecir la Superficie

La representaciéon del algoritmo de Newcombe et al.[6] permite la creaciéon de vistas
virtuales. Esto se puede lograr utilizando la informacion de la superficie reconstruida usando
los valores para los cuales F, = 0 y el estimado actual de la posiciéon de la camara con
respecto al mundo, TY, tal que

p" =T/K 'a (6.16)

96



Figura 6.6: La funcién de distancia con signo truncada (TSDF) es expresada como la
diferencia entre la medicién hecha por el sensor en el cuadro {k} y el estimado de esa
distancia en el sistema de referencia del mundo |[t] — p?|| en el mundo {g}. Esta distancia
se compara contra ADF(x).

Por su parte, el mapa de normales correspondiente, N*, para un pixel u, que representa la
proyeccion de un punto p?, puede ser calculada a partir de la funcion de distancia truncada
con signo usando

T
OF OF GF} . (6.17)

Ox’ Oy’ 0z
Enseguida, Newcombe et al.[0] utilizan un esquema de ray tracing[7] para determinar las
superficies visibles de la siguiente manera. Sea p* el punto en la direccién de la visién y
tR{p* su representacién en el sistema de referencia global. La idea es encontrar el valor ¢
que genera una interseccién con la superficie del objeto. Estos puntos son visibles siempre
que su producto punto con la normal de la superficie, definido por VI, sea negativo y no
haya una superficie que los oculte. Parker et al.[7] proponen un algoritmo para determinar
eficientemente las voxeles que no contienen superficies, calcular la superficie cuando el rayo
de visién intersecta con ella y proporcionar el sombreado que corresponda a la superficie.
Como resultado, la superficie predicha se almacena como un mapa de vértices V*,

R/N* = NY(u) = VF(p), donde VF = {

6.5. Estimacion de la Posicion del Sensor

El problema de localizar la cdmara consiste en estimar la transformacién T € S]EQEI, que
incluye una rotacién y una traslacion. Newcombe et al.[6] usan extensiones del algoritmo de

2 SE3 es el grupo de las transformaciones rigidas.
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Figura 6.7: Ilustracién de la funcién ¥(n). La funcién sélo estd definida para valores de
n > —u. Para valores mayores a u la funcién vale 1. Entre —p y p la funcién vale /.

asociacién de datos de Blais y Levine[l] para obtener correspondencia y del algoritmo de
métrica punto-plano de Chen y Medioni[2] para la optimizacién de la posicién. Newcombe
et al. alinean la medicién de superficie en el cuadro actual (V¥ N¥) contra la prediccion
del modelo que se ha hecho con la informacién hasta el cuadro anterior (Vk 17 Ni 1)- Su
formulacién de energfa para el estimador de la posicién de la cdmara T} guarda similaridad
con la funcién objetivo para obtener la rotacién y translaciéon en el algoritmo de ICP (ver
(6.9)) v esta definida como

2

, (6.18)

2

prp- Y| (Vi - Vi) N
ueld

Qp(u) # null

donde U es el conjunto de correspondencias y la condicién Qi (u) # null se utiliza para
rechazar correspondencias muy malas

( Mk(u) = 1,y

ITEVE) = VI @) < ey

Ok (u) # null ssi (6.19)

z T ~
H(REN ()" Ni_, () < 16,

\

donde M*(u) = 1 implica que hay una medicién de profundidad vélida en u, e; y € son
umbrales, y ’i‘,ﬂz es la actual estimacién de la transformacion entre el sistema de referencia
k y el global (en particular conteniendo una rotacién RY").

Al igual que el algoritmo de ICP, la solucién se basa en un mecanismo iterativo donde
la solucién va obteniéndose poco a poco. Para ello, Tg se inicializa con la posicién an-
terior Tk .- Entonces, una solu(non iterativa para T , para z > 0 se obtiene minimizando

. . —1 . .
una version linealizada de alrededor del valor previo T9" ", de la siguiente manera.
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Supongamos que el movimiento de cuadro a cuadro es tan rapido que permite considerar un
angulo pequeno entre las trasformaciones, tal que (ver Apéndice [6.A)

3 3 1 a —v t
T: = [Rz|tz] | -a 1 B |, (6.20)
entonces una actualizacion de la transformacién pueda tener la siguiente forma

=gz _ roz
Tk _Tinc

T (6.21)

Si T7, . se escribe en base a un vector de parametros con la forma

x = (8,7, a,ty, ty,t.) € R, (6.22)

entonces uno puede formular una forma alternativa de representar (6.18)) basado en la si-
guiente equivalencia

TV (u) = R*VY(u) + t9° = G(u)x + VY(u), (6.23)

donde la matriz Gsyg se construye con la forma en matriz simétrica-sesgada de VZ(U), tal
que

G = |[Vitw)] [t
0O -v. v, 100 (6.24)
= U, 0 —-v, 01 0
—Uy Uy 0 001

Planteado de esa forma, tenemos que una expresiéon equivalente para minimizar (6.18))
podria ser mediante la expresion

min > B3, (6.25)
Qr(w)znull

donde con los cambios propuestos F puede expresarse como
B o= N7 (Glux+ Vi) - Vi W), 626
= N, ()" Glux+ N (@) (Vi) = Vi, ().

El minimo de esta expresion se encuentra cuando se deriva con respecto a x e iguala a cero.
Esto resulta en el sistema

> (ATA)x= ) A, (6.27)

Q (wyznull Q. (w)£null
donde R
A" = G (w)N]_ (1), (6.28)
y A~ A A~
b= N{_,(@)" (Vi) = Vi(w). (6.29)
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Llamada: TY + Estimar Posicién (TY_,,NY_,, VI _  NF VF)

Entradas: La estimacion de la posicién en el cuadro anterior Tifp las
estimaciones de los vértices VF~! y las normales N*~! en el cuadro
k — 1 y las mediciones de los vértices y normales, V¥ y las normales
N* en la imagen actual.

Salidas : La transformacién rigida T que relaciona la posicién actual de la
camara con el sistema de referencia global.

// Inicializar el valor de la transformacién rigida
z=0
T « TY_;
// Iterar hasta lograr convergencia
repeat
// Inicializa la transformacién
A+ 0;b' + 0;
// Iltera para todos los puntos de la imagen validos, ver (
for u € U, Q. (u) # null do
// Estimar el valor de los vértices en el sistema de
referencia global
Vi(u) T VE u);
// Calcular el valor de la funcién auxiliar G(u)
G(u) « va(uﬂ |13X3}
X
// Calcular las matrices involcradas en la solucién
AT GT (N, (W); b N, (@) (Vi (w) - Vi(w)):

// Acumular la contribucién de cada punto

A’ A+ ATA;D b+ A"b;

end

// Obtener la solucién al sistema lineal

x + A'7b/;

// Obtener el incremento de la transformacién rigida a partir de
X

3 1 a = it

T:. < | —a 1 B t, |;

// Actualizar el valor de la transformacién rigida
g2 T Tgz—1

T? « T7. TV

mc

until convergencia;

Algorithm 13: Estimacién de la Posicion de la Cdmara. La posicion de la camara
T se estima de forma iterativa, considerando todos los puntos vélidos de la imagen
de profundidad.
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(a) (b)

Figura 6.8: Reconstruccién 3D. En (a) se presenta el escaneo usando la aplicacién 3D
builder de Microsoft. En (b) se tiene el resultado de dejar tinicamente a la persona sentada
en (a), eliminando vértices usando el programa MeshLab.

6.6. Implementacion

Como hemos visto en este capitulo, las imagenes de profundidad pueden facilitarnos la
reconstruccion tridimensional de escenarios y la detecciéon de personas. En particular, la
llegada del Kinect ha permitido obtener imagenes de gran calidad a un costo muy bajo (ver
Figur. En la Figura presentamos un ejemplo del uso de la utileria 3D builder de
Microsoft, que permite el escaneo de objetos y su reconstruccién 3D. En ella, una persona se
sienta en una silla de oficina mientras, con el programa 3D Builder corriendo, se escanea el
entorno. El programa requiere Windows 8.1 y el Kinect v2 para funcionar. Una vez obtenida
la reconstruccion, el resultado fue editado en MeshLab para dejar tinicamente a la persona
sentada.

Los algoritmos para la alineacién de dos nubes de puntos (Algoritmo , para la actua-

lizacién de la reconstruccién (Algoritmo [12]) y para la estimacién de la posiciéon (Algoritmo
pueden ser la base para la implementacién del algoritmo de Newcombe et al.[6].
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(a) (b)

Figura 6.9: Sensores como el Kinect v2 ofrecen alta calidad de medicién de profundidad a un
precio accesible. Aqui tomamos una imagen de un pizarrén (a. El histograma de distribucién
de distancias en mm se muestra en (b). El Kinect v2 proporciona la distancia en la direccién
de profundidad.

Sumario

En este capitulo hemos revisado los fundamentos de reconstruccion tridimensional usando
imagenes de profundidad y el método introducido por Newcombe et al.[6]. El método incluye
los pasos de medir, estimar la posicion, actualizar la reconstruccién, y predecir la superficie.
Durante la medicion se obtienen los vértices y las normales con respecto a la posicion de
la camara. Durante la estimacion de la posicién, se alinean las nubes de puntos del modelo
con los de la imagen actual y se calcula la posicién de la cdmara con respecto al mundo.
La absorcién de la medicion actual a los datos de reconstruccion se realiza mediante el
algoritmo de [terative Closest Point. Con el valor de la posicién de la camara en el sistema
de referencia global se actualiza la funcién de distancia con signo truncada y su ponderacién,
lo cual permite el ahorro de espacio de almacenamiento. Con la reconstruccién es posible
predecir cuales serian los valores de los vértices y las normales desde algin punto de vista
en particular.

Ejercicios
1. Utilizando la libreria de Matlab desarrollada por Juan Ramén Terven y publicada en
http://tinyurl.com/tervenKinect| obtén una secuencia de imagenes. Luego, aplica
el algoritmo bilateral a una imagen de profundidad. Comenta los resultados.

2. Programar el algoritmo de ICP utilizando el pseudocddigo en el Algoritmo (11}

3. Demostrar que (6.20]) corresponde a la expresiéon de una rotacién por un angulo pe-
queno.
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4. Verificar la igualdad en

TV (u) = R*VY{(u) + t° = G(u)x + VY(u). (6.30)

6.A. Linealizaciéon de Rotaciones de Angulos Pequenos

Las rotaciones pueden ser expresadas de una gran variedad de formas. Una muy popular
es mediante los angulos de Euler. Los angulos de Euler pueden ser vistos como una secuencia
de rotaciones elementales alrededor de los ejes de referencia. Sobre los dangulos de Euler, la
literatura distingue entre los angulos de Euler propios, y los de Tait-Bryan. La diferencia
entre unos y otros es que mientras en para los de Euler el primer y el tercer eje de rotacion
son iguales, en los de Tait-Bryan los ejes son diferentes.

En [5], Nuchter muestra que para nuestros propésitos, nos interesa la combinacién donde

R = R.(0)R,(A)R.(y),

1 0 0 cosf 0 sinf cosy —siny 0
= 0 cosa —sina 0 1 0 siny cosvy 0 |,
0 sina cosa —sinf8 0 cosf 0 0 1
1 0 0 cosfcosy —cosfsiny sinf
= 0 cosa —sina sin 7y COS Y 0 ,
0 sina cosa —sinffcosy sinfsiny cosf
cos (3 cosy — cos Bsin~y sin 8

= cosasiny + sinasin fcosy  cosacosy —sinasin fsiny —sinacos
—sinasiny — cosasin fcosy sinacosy + cosasinSsiny  cosacosf

(6.31)
Por otro lado, la expansion en términos de la serie de Taylor para sin @ y cos 6 es respec-
tivamente

. o - (_1)71 2n+1 03 05
31n0—;—(2n+1)!9 =0t (6.32)
y
ef: D o _ g L O 6.33
Cos > @n)] = —54—1—.... (6.33)

En este caso, tratandose de angulos muy pequenos, tomamos sélo el primer término de

la expansion considerando que la multiplicacién de términos pequenios por otros mas
)

pequenos resulta en productos que pueden despreciarse, tenemos que

L = B
R = vy 1 —«
B a1 (6.34)
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Parte 111

Deteccion de Objetos
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CAPITULO

Clasificadores basados en Boosting

Entre las caracteristicas deseables de un detector esta la efectividad y la eficiencia, i.e.,
un gran nivel de desempeno, expresado como un minimo nimero de falsos positivos y fal-
sos negativos, y gran rapidez en su ejecucién. El trabajo de Viola y Jones[I4] presenta un
detector de objetos con exactamente esas bondades. Para lograr eficiencia, su algoritmo in-
trodujo algunas innovaciones, e.q., el uso de la llamada imagen integral, 1o cual permite el
calculo rapido de caracteristicas. Para lograr efectividad, propusieron mejoras estructura-
les a los métodos de aprendizaje, e.g., introdujeron un algoritmo de aprendizaje basado en
Adaboost[0], el cual resulta en un esquema que combina clasificadores cada vez més sofistica-
dos en cascada, descartando regiones poco interesantes rapidamente y concentrando recursos
en regiones prometedoras. El trabajo de Viola y Jones ha sido seminal en el surgimiento
de muchos otros detectores que se basan en el mismo esquema de desarrollo. Por ejemplo,
tenemos el trabajo de Piotr Déllar et al.[4], el cual generaliza el concepto de obtencién répida
de caracteristicas dentro del modelo de boosting[12]. Ahora bien, dicho lo anterior conviene
remarcar que los algoritmos basados en boosting pueden ser muy susceptibles a errores en la
asignacion de etiquetas de clasificacion de las muestras usadas para entrenamiento[§]. De tal
suerte, dada la importancia de sus aplicaciones, en este capitulo estudiamos el algoritmo de
clasificacién de Viola-Jones y la generalizacién propuesta por Ddllar.

7.1. Caracteristicas Haar-like

La familia de funciones ortonormales de Haar[I1] es ahora reconocida como el primer
ejemplo de analisis wavelet, o andlisis espacio-frecuencia. La funcion wavelet madre de
Haar ¢ (t) puede ser descrita como

1 0<t<1/2
WY(t) = -1 1/2<t<1, (7.1)
0 en otro caso,
donde el resto de las funciones del sistema se definen como

Vni(t) = 2724p(2" — k). (7.2)

Un ejemplo de wavelets de Haar se muestra en la Figura Las caracteristicas usadas
por Viola y Jones tienen mucha similitud con las bases de Haar introducidas en [9]. Es
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(a) Woo(t) (b) Wou(t) (c) Woolt)

(d) Wio(t) (e) U1.(?) (f) Wi2(t)
(8) Wap(t) (h) Wy, (1) (1) Wa(t)
Figura 7.1: Wavelets de Haar paran = 0,...,2 y kK = 0,...,2. Las funciones permiten

la localizacién en espacio, a través de k (las columnas), y en frecuencia, a través de n (las
hileras).

importante notar que las bases que actualmente se usan en librerfas como la de OpenCV[I]
son un conjunto extendido de las definidas por Viola y Jones[7].

Viola y Jones introducen una etapa de pro-procesamiento llamada imagen integral. En
esta etapa, la imagen integral ii(z, y) contiene en (x,y) la suma de la intensidad de los pixeles
que se ubican arriba y a la izquierda, inclusive, como

ii(ry) = Y iy, (7.3)
@' <z,y'<y

donde i(z,y) es la imagen original. Viola y Jones notan que la sumatoria puede ser resuelta
usando las siguientes recurrencias

s(z,y) = s(zyy—1)+i(z,y),
ii(z,y) = ti(x—1,y)+ s(z,y), (7.4)

donde suponiendo que la esquina superior izquierda de la imagen corresponde con el punto
(1,1) y que las coordenadas positivas corren hacia la derecha y hacia abajo, se tienen las
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0 0 O 0 0 0
i; 12 1? 1; ? 0 11 21 30 41 43
8 11 10 7 0 0 24 47 67 87 90
3 7 9 8 3 0 32 66 96 123 126
6 7 10 11 7 0 35 76 115 150 156
0 41 89 138 184 197
(a) (b)

0 0 0 0 0o 0 0 0 O 0
0 11 21 30 0 11 21 30 41 43
0 24 47 67 0 24 47 67 87 90
0 32 66 96 0 32 66 96 123 126
0O 0 0 0 0 0 O 0 0 0
0 11 21 30 0 11 21 30 41 43
0 24 47 67 0 24 47 67 87 90
0 32 66 96 0 32 66 96 123 126
0 35 76 115 0 35 76 115 150 156
0 41 89 138 0 41 89 138 184 197

(c)

Figura 7.2: Imagen integral. En (a) se presenta una matriz cuyos valores vienen de una
imagen pequena. En (b) se muestra la imagen integral. La imagen integral de un rectangulo
se puede calcular utilizando los valores de la esquina inferior derecha de los rectangulos,

como la operacion + - - . En este ejemplo, la suma de los valores

de los pixeles en la region de 2 x 2 en la esquina inferior derecha es 197 + 96 - 126 - 138 =
29.

relaciones s(x,0) = 0 y i(0,y) = 0. Asi, dado el rectangulo de anchura w y altura h, cuya
esquina inferior derecha estd definida en (z,y), la suma de los valores dentro de él estd
definida por (ver Figura[7.2)

ii(z,y) +ii(z —w,y — h) —ii(z,y — h) — ii(z —w,y). (7.5)

En el caso de las caracteristicas a 45° del conjunto extendido definido por Lienhart y Maydt[7]
(ver la Figura , el valor de la imagen integral también se define por cuatro evaluaciones
de una imagen integral. Sin embargo, en este caso la imagen integral es construida en dos
pasadas sobre la imagen de intensidad.
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Figura 7.3: Conjunto de caracteristicas usadas por OpenCV|[I] para la produccién de cla-
sificadores.

7.2. Clasificaciéon con Adaboost

Viola y Jones[I4] proponen una variante de Adaboost tanto para seleccionar las carac-
teristicas como para entrenar al clasificador. En su algoritmo, Viola y Jones seleccionan la
caracteristica rectangular que mejor separa ejemplos positivos de ejemplos negativos, medi-
do esto como el minimo numero de clasificaciones erréneas. Asi, un clasificador débil h;(x)
consiste en una caracterfstica f;, un umbral 6;, y una polaridad p; que indica la direccién de
la desigualdad, tal que

_ )1 sipifi(x) <pib;,
hi(x) = { 0 en otro caso. (7.6)
A continuacién desarrollamos un ejemplo siguiendo los pasos del Algoritmo [14] Supénga-
se que se tiene los siguientes datos:
7 8 9 1
1 1 1

1 2
1 1

_ W

z 45 6 0
y 00 0 0

~~

y los pesos (redondeados) son inicializados como

indice 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
wy 0.08 0.08 0.08 0.13 0.13 0.13 0.08 0.08 0.08 0.13

Ahora iniciamos las iteraciones para la busqueda de los clasificadores. En la primera ite-
racion, t = 1, los pesos son normalizados no teniendo cambios con respecto a los anteriores
valores. Supongase que el clasificador en se define con fj(x) = x. El valor de ¢; es
calculado usando

€ = Zwt,ilhj(xi) - yi|7 (7-7)

para los diferentes valores de ¢;. Esto resulta en
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0 1.5 25 35 45 55 65 75 85 95

p;=—1 058 0.67 0.75 0.63 0.50 0.38 0.46 0.54 0.63
pj=+1 042 033 025 0.38 050 0.63 0.54 0.46 0.38
de donde resulta que el valor minimo ¢; = 0.25 se da para p; = 1, §; = 3.5. La aplica-

cién de este clasificador resulta, segin

0 six; es clasificador correctamente,
1 en otro caso,

en

indice 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

e 0 000OO0OO0OT1TT1TT1 O

Conviene recordar que clasificaciones correctas se indican con 0. Por consiguiente, con el
valor de ; = 0.33 obtenido con

€t
B =

]_—Et’

(7.9)
los nuevos pesos resultan en

indice 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Wo 0.03 0.03 0.03 0.04 0.04 0.04 0.08 0.08 0.08 0.04

En la segunda iteracion, t = 2, los pesos son normalizados resultando en

indice 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Wa 0.06 0.06 0.06 0.08 0.08 0.08 0.17 0.17 0.17 0.08

Ahora, el valor de ¢; es calculado en ([7.7)) para los diferentes valores de ¢;. Esto resulta
en

0 1.5 25 35 45 55 65 75 85 95
p;=-—1 039 044 050 042 033 0.25 042 058 0.75
p; =+1 0.61 0.56 0.50 0.58 0.67 0.75 0.58 046 0.25

de donde resulta que el valor minimo ¢; = 0.25 se da para p; = 1, §; = 6.5. La aplica-
cién de este clasificador resulta, segun (7.8) en

indice

1 2 3 45 6 78 9 10
e 1110 0 0 000 1
Por consiguiente, con el valor de 5; = 0.33 obtenido con ([7.9), los nuevos pesos resultan
en

indice 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
Wo 0.06 0.06 0.06 0.03 0.03 0.03 0.06 0.06 0.06 0.08

Después de una tercera iteracion, se tienen los valores de ; = 3.5;6.5;9.5y p; =1, -1, 1.
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7.3. Cascada de Clasificadores

El pseudocédigo en Algoritmo describe la parte de Adaboost correspondiente a la
seleccion de los clasificadores débiles. Una vez que se aplica este algoritmo, el clasificador
fuerte es definido como

T T
1 si Zatht(x) > 1/22at,
t=1 t=1

0 en otro caso,

h(x) = (7.10)

donde oy = —log ;. La idea es que los clasificadores rechacen los casos negativos mantenien-
do al mismo tiempo los casos positivos. Asi, el resultado positivo de un clasificador llama
a la evaluacion de la caracteristica por un segundo clasificador. Si el resultado sigue siendo
positivo, un tercer clasificador es llamado, y asi sucesivamente. El rechazo por un clasifica-
dor implica que la caracteristica analizada no corresponde al objeto que se quiere detectar.
Esto da origen a una representacion similar a un arbol de decisiéon donde una rama implica
rechazo y la otra contintia con la evaluacién de la caracteristica.

En el algoritmo propuesto por Viola y Jones[I4], durante la operacién el clasificador
trabaja a diferentes escalas, cambiando el tamano del detector y no de la imagen, con se-
paraciones de escala de 1.25. Para resolver multiples detecciones se promedian las bounding
bozes, que corresponden al lugar donde ocurre la deteccién, para obtener los limites de la
deteccion.

7.4. Canales de Caracteristicas

Déllar et al.[5] avanzan la idea planteada por Viola y Jones mediante la inclusién de
multiples canales visuales. Aunque el esquema es mas general, en su aproximacién incluyen
la magnitud del gradiente, la informacién de color y seis intervalos de histogramas de orienta-
ciones, seguidos de la extraccién de caracteristicas usando el concepto de la imagen integral
sobre regiones rectangulares locales. La implementacién de su algoritmo se describe en [3].
Esencialmente, la idea es tener un conjunto amplio de caracteristicas que puedan ser usadas
para construir los clasificadores débiles. Entre las caracteristicas que ahora se incluyen se
encuentran histogramas de gradientes orientados e informacién de color. Enseguida deta-
llamos como los histogramas pueden ser calculados de forma rapida utilizando histogramas
integrales y como el mapa de color LUV puede ser obtenido.

7.4.1. Histograma Integral

Normalmente, el cdlculo de un histograma entrana la visita de los elementos x € X de
la muestra y su clasificacién en el bin b € B que describe el rango en el cual x estd incluido.
Porikli [I0] extendié la idea de la imagen integral al concepto de histogramas integrales. En
su aproximacion, si el tamano de la imagen es de w columnas por h hileras, el histograma
integral es representado por un arreglo tridimensional H(x,b) de tamafio w columnas, h
hileras, y || B|| intervalos.
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x 1 23456 7 8
I(z) 11 213 21 3
b H(z,b)
1 1 2223 3 3 4
2 01 112 2 2
3 0000111 2

Figura 7.4: Histograma integral. Supéngase una imagen de una dimensién I(z). Bajo el
renglén que describe los valores de cada posicién de I(z) se identifica el valor de cada
intervalo b del histograma integral H(z,b). Utilizando con d = 1, se tiene que el valor
del histograma para el intervalo T'= {4 < x < 7} es h(T,b) = H(7,b) — H(3,0) = 1.

Porikli hace notar que el histograma de una porcién de la imagen puede describirse como
la unién de histogramas integrales que siguen la forma general dada por

d ci
r=0 =1
donde C? = f corresponde al nimero de elementos de x; que son necesarios para

describir la frontera del hipervolumen de dimensién d donde se aplica el histograma integral.
Porikli desarrolla el concepto de histogramas integrales para espacios de d dimensiones que
mediante la evaluacién de las funciones f apropiadas resultan en tensores en k dimensiones.
Es decir, supéngase que se tiene un hipervolumen cuya posicién es descrita por coordenadas
de la forma x = (x1,...,x4), una funcién f podria mapear los valores de posicion a k valores
y = (y1,-..,yx). Un ejemplo podria ser la expresién de color RGB de un pixel en una
imagen bidimensional. Para el caso de imagenes de intensidad podemos instanciar d a dos
dimensiones y k a uno, correspondientes con las coordenadas de la imagen y a su valor de
gris. En ese sentido, (|7.11)) puede simplificarse a

2

C?
h(T7 b) = Z(_l)r Z H(Xz‘v b)7
=1

r=0 (712)
= H(X(l)a b) - H(X%a b) - H(X57 b) + H(X127 b)7
donde x = (z,y)” y por su lado el histograma integral estd dado por

H(z,y,b) =H(z — 1,y,0) + H(x,y — 1,b) —H(z — 1,y — 1,b) + Q(I(z,y),b), (7.13)

donde Q(I(z,y),b) es uno si el bin que corresponde al punto (x,y) es igual a b, y ambos
H(0,y,b) y H(z,0,b) son iguales a cero. Un ejemplo de la aplicacién del histograma integral
se presenta en la Figura [7.4] Una implementacién eficiente del algoritmo del histograma
integral se encuentra en la librerfa VLFeat[13].
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Figura 7.5: Obtencion del modelo de color LUV a partir de RGB. Ver el texto para detalles
de las ecuaciones utilizadas.

7.4.2. Deteccion Multicanal

Para Dollar et al.[5], dada una imagen I las funciones generadoras de canales pueden
ser descritas como C = (I). Enseguida, la suma de los pixeles resultantes en una region
rectangular fija se denota como f(C). En el caso de Viola y Jones, C = I, y las caracteristicas
son funciones parecidas a las funciones base de Haar. Los canales usados por Déllar et al.
incluyen la informacién de color, magnitud del gradiente (calculado para imégenes a color
de tres bandas como el maximo valor sobre cada banda), e histogramas de orientaciones de
gradiente (que seran vistos en el capitulo .

Para el anlisis de color se utiliza el modelo de color CIE-LUV (ver Figura[7.F)). Este se
expresa como|15]

(3)° Y)Y Y'Y < (%)

=)

16(Y /Y3 — 16, Y'/Y! > (&),
(7.14)
U = BBLU -U),

V o= 1BL(V' - V),

donde (U], V)!) y Y, son las coordenadas de crominancia, (U’,V’), y luma, Y’, de un punto

blanco que se toma como referencia. Normalmente U’ = B — Y’ y V' = R — Y’ son las
diferencias de las bandas azul, B, y rojo, R, con respecto a la luma. Por su parte, la luma
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Figura 7.6: Detector de personas de Piotr Dollar et al. [4]. Las lineas verdes enmarcan
las detecciones. Para una mejor apreciacién, hemos marcado el centro de los rectangulos
delimitadores. Se puede observar que hay ocho verdaderos positivos y dos falsos negativos.

es la luminosidad con gamma corregida. Es decir,
Y' =AY, (7.15)

donde a implica luminancia y @’ luma, para una constante v y una constante arbitraria A.
Asimismo, los valores de luminancia estdan dados por

Y = 0.2126R + 0.7142G + 0.0722B. (7.16)

Entretanto, los histogramas de gradiente se forman por la direccién del gradiente pesada por
su magnitud [2].

Sumario

Este documento presenta el detector de objetos de Viola y Jones[14]. Esencialmente,
estos esquemas permiten conjuntar clasificadores débiles en robustos. Algunas de las ope-
raciones del método de Viola y Jones, como la imagen integral y el esquema de Adaboost,
son presentados en detalle. Algunos avances recientes involucran el uso de canales de carac-
teristicas[5], entendidos éstos como informacién adicional que incluye color o histogramas de
gradientes orientados. Esto posibilita que las operaciones de caracterizaciéon se realicen muy
eficientemente. Un ejemplo de la implementacién de Piotr Déllar[3] se ilustra en la Figura
[7.6l
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Cuadro 7.1: Matriz representando una pequena imagen.

6 5 4 6 2
8§ 8 6 4 1
3 6 5 2 5
3 2 4 3 3
1 2 5 6 2

Cuadro 7.2: Posiciones correspondientes a valores para una imagen e indices para un his-
tograma de 3 bins.

x 123456 7 8
I(z) 321312 21
b
1
2
3

Ejercicios

1. Implementa un algoritmo para visualizar las funciones de Haar para términos arbitra-

rios de n y k de acuerdo a ([7.2)).

2. Tlustra el funcionamiento del concepto de la imagen integral para la imagen dada por
la matriz en la Tabla[7.1] Obtén la suma de los valores para el subrectdngulo de tres
columnas y dos hileras en la esquina inferior derecha.

3. Con base en el Algoritmo y los datos del ejemplo en la seccion codifica un
programa para obtener los clasificadores débiles éptimos de acuerdo al criterio de Ada-
boost.

4. Con base en los datos en la Tabla obtén el histograma integral y el histograma del
intervalo T' = {2 < x < 5}.
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Llamada: < H,I" >« Adaboost (X, 7))

Entradas: El conjunto, X = {(z1,v1),. .., (Tn,yn)}, con y; € {0,1}, de muestras
positivas y negativas, y el nimero 1" de clasificadores débiles.

Salidas : El conjunto de clasificadores débiles H = {hy,...,hr} vy pesos
asociados T' = {f1, ..., fBr}.

// Inicializar los pesos, donde m y [ son respectivamente el nimero
de ejemplos negativos y positivos
1/(2m) siyi =0,
W4 < ;
@) sig=1,
// Obtener 7' clasificadores débiles
for t desde 1 hasta T' do
// Normalizar los pesos tal que puedan ser interpretados como una

distribucién de probabilidades
Wy 5

n )

>

j=1

// Para cada caracteristica fj, entrenar un clasificador h;. El
error es evaluado utilizando (7.7). Se escoge el clasificador
h; con el menor error ¢

h; < Entrenar Clasificador (X);
// actualizar los pesos, donde se aplica el criterio para e; en

( con la definicién de [3; en (

1—e;,

Wep1; < Wiy 7
end

Wy <

Algorithm 14: Algoritmo para el entrenamiento de clasificadores débiles. Dado el
conjunto de entrenamiento X y el nimero de clasificadores débiles por entrenar, el
proceso de Adaboost busca el mejor clasificador h; basandose en las caracteristicas
disponibles f;. Al final de cada iteracién los pesos son modificados para poner més
atencién en los ejemplos mal clasificados.
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CAPITULO

Clasificacion HOG + SVM

Una de las técnicas actuales més sobresalientes para la deteccién de objetos se basa en el
uso de Histogramas de Gradientes Orientados (HOG). Introducidas por Dalal y Triggs[4], en
el algoritmo se codifica el comportamiento de la informacion del gradiente para una drea de
analisis. La caracteristica obtenida se representa en un espacio de clasificacion donde se define
un hiperplano que distingue entre lo que pertenece o no a la clase mediante una maquina de
soporte vectorial (SVM) [3] lineal. En su version original, la deteccién se hacia sobre objetos
completos. Recientemente, Felzenszwalb et al.[5] extendieron la nocién de Dalal y Triggs al
considerar el entrenamiento automatico de partes. Esto permite identificar a los objetos ain
cuando algunas caracteristicas estén ocultas en la imagen por la composicién de objetos en
la escena.

8.1. Objetos Completos

Dalal y Triggs[4] introdujeron un método para la deteccién de personas basado en el
uso de HOGs (ver Figura . En la regién de andlisis Dalal y Triggs proponen construir
histogramas basados en la orientacién del gradiente sobre regiones llamadas células. Para la
deteccion de humanos, la acumulacién de orientaciones se da en nueve intervalos, en el rango
0° — 180°. Sin embargo, Dalal y Triggs[4] observan que para la deteccién de otros objetos el
rango 0°—360° puede funcionar mejor. Luego, las regiones llamadas células son agrupadas en
regiones mas grandes llamadas bloques. Dalal y Triggs encontraron que el uso de bloques con
estructura circular o rectangular no hacen mayor diferencia en el desempeno del clasificador.
Los histogramas se construyen en base al nimero de gradientes en una cierta orientacién
pesados por la magnitud del gradiente. Sin embargo, antes de acumular votos en las células,
la magnitud del gradiente es pesada por un Gaussiano centrado en el bloque. Especificamente
para la detecciéon de humanos, Dalal y Triggs determinaron que los bloques de 2 x 2 células
funcionan mejor, con cada célula definida sobre una region de 8 x 8 pixeles. El tamano de la
ventana de andlisis que Dalal y Triggs usan es 64 x 128 pixeles. Esto significa que un vector v
utilizado para contener un descriptor HOG tienen una dimensién de 7 (bloques en direccién
horizontal) x 15 (bloques en la direccién vertical) x 4 (células/bloque) x 9 (bins/célula) =
3,780 posiciones. Para reducir el efecto de cambio de iluminacion, Dalal y Triggs determinan
que normalizar el vector descriptor v usando cualquiera de las siguientes formulaciones, da
buenos y similares resultados:
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Figura 8.1: Histogramas de Gradientes Orientados de Dalal y Triggs[4]. El funcionamiento
del detector fue mostrado para identificar personas paradas, sin partes ocluidas (a). El primer
paso consiste en obtener el gradiente (b). Luego, para regiones de andlisis, llamadas células
(c), se calculan histogramas de orientacién del gradiente. La contribucién de cada vector de
gradiente se da en funcién de la magnitud, pesada por un Gaussiano (f), sobre un conjunto
de células, llamado bloque (e). Al final, se tiene un descriptor que agrupa, para toda la regién
de andlisis, los histogramas obtenidos para cada bloque.
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s Norma-2

v = v/1/Iv]2 + e (8.1)
» Norma-2, seguido de limitar el valor maximo de una entrada de v a 0.2, seguido de
renormalizacion.
= Norma-1

v —=v/(|v]]]+e). (8.2)

Para un valor ¢ muy pequeno.

Su método parece ser indiferente a la representacién de color, excepto que trabajar en
niveles de gris reduce su desempeno. Ellos normalizan las imagenes usando la correccién
gama definida como

I (8.3)

salida = Izzntrada’
donde Dalal y Triggs encuentran que el valor de v = 1/2 mejora el desempeno del detector.
Una cosa sobresaliente es que el gradiente usado es resultado de aplicar el filtro [—1,0, 1],
sin suavizaje. En imagenes de color obtienen el gradiente para cada banda y toman el que
tiene la norma mas grande. Finalmente, Dalal y Triggs usan un clasificador basado en una
maquina de soporte vectorial lineal para determinar si la observacion actual incluye o no a
una persona.

Segun las observaciones de Dalal y Triggs, su detector tiende a concentrarse en los con-
tornos de la silueta contra el fondo, no en los contornos internos de la persona. Uno de
los hallazgos mas sobresalientes de Dalal y Triggs es que mucha de la informacién para la
deteccion de personas se encuentra en los contornos que cambian muy abruptamente en re-
soluciones altas, y que suavizar esta informacién degrada el desempeno. También es notable
en su trabajo la amplia variedad experimental que les lleva a identificar el mejor diseno de
cada etapa del proceso.

8.2. SVM Lineal

Las SVM son clasificadores que buscan identificar el hiperplano que maximiza la distancia
de separacién entre dos poblaciones. Burges [2] realiza la presentacién de los clasificadores
SVM de la manera que a continuacion se resume.

Dado un conjunto de n caracteristicas de entrenamiento

D = {(xi,y:)|x; € R”,y; € {=1, 1} }{", (8:4)

donde el valor de y; indica a qué clase pertenece la caracteristica x; € RP, la idea del SVM
lineal es encontrar el hiperplano (ver Figura [8.3)

wix —b=0, (8.5)

que proporcione el maximo margen o distancia entre las dos clases. En esta nomenclatura
w es la normal al hiperplano y b/||w|| es la distancia que separa el plano del origen. Para
estandarizar el problema, SVM define los hiperplanos

wix—b=1 ywx—b=—1, (8.6)
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Llamada: H < Detectar Personas (I)

Entradas: Una imagen I

Salidas : El conjunto de regiones de interés H = {hy,...,h,}, donde
h; = (x,y,w, h)T contiene la posicién de la esquina superior izquierda
(z,y) vy la anchura, w, y altura, h, del rectangulo que inscribe la region
de interés.

// Crear un descriptor HOG

h < cv.HOGDescriptor ();

// Establecer el detector de personas de Dalal y Triggs

h.setSVMDetector ('Default’);

// Realizar la deteccién en ventanas a varias escalas

H < h.detectMultiScale (I);
Algorithm 15: Algoritmo de Dalal-Triggs[4] en OpenCV [1] mediante la interfaz de
Yamaguchi[§]. Dada una imagen, I, se detectan personas usando descriptores, ba-
sados en Histogramas de Gradientes Orientados que se extraen a diferentes escalas.
El resultado es un conjunto de rectangulos que inscriben a las regiones candidatas.

para separar los bordes de las clases. Note que si, como en , la distancia entre la linea
. b . . . .

y el origen es HT’ entonces, de manera correspondiente, la distancia entre los hiperplanos

identificados en 1@} es ﬁ Por ello, se dice que el objetivo en SVM es minimizar ||w/||, pues

al hacerlo se maximiza la distancia de separacion entre las clases. Cuando los datos, x;, son

clasificados correctamente, uno pudiera identificar las regiones donde se ubican de acuerdo

a las relaciones

wlix; —b>1paray; =1,y wix; —b< —1,paray; = —1. (8.7)

En resumen, un clasificador SVM se construye maximizando la distancia de separacion
entre las clases ]
arg min = ||w||?, (8.8)
wb 2

sujeto a la restriccion de que el hiperplano identificado separe las clases, esto expresado como
yi(wlix; —b) > 1. (8.9)

Tanto la expresion del objetivo como la restriccion se pueden plantear en una sola expresion
de forma elegante usando los multiplicadores de Lagrange «;, tal como

)1 -
argvrggg{§]|w||2 _;ai (ys(wh'x; — b) — 1))}. (8.10)

En ocasiones, es imposible separar las clases por un hiperplano. Para esos casos, Cortes
y Vapnik[3] introdujeron una modificacién de (8.10) que permite la determinacién de un
hiperplano cuando las clases no son separables, admitiendo un costo. Para ello, sugirieron el
empleo de variables positivas &; que penalizan cada clasificacién errénea. Esto es

yi(wix; —b) >1-&. (8.11)
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Figura 8.2: Deteccién de personas usando el HOG implementado en OpenCV[I]. Note como
algunas detecciones incluyen personas caminando en el fondo, algunas estatuas, y algunos
falsos positivos.

Con esto, la funcién de clasificacion puede quedar definida como

1 n
arg$£2{§’|W|\2+C;&}, (8.12)

sujeto a
yi(wix; —b) >1—£,6>0. (8.13)

O usando los multiplicadores de Lagrange «y, 3;,

w7b7a7/8’£7

arg min {%”WHQ + CZ@ — Zai (yi(w'x; = b) =1+ &)) — Zﬁlfl} . (8.14)
i=1 i=1 i=1

con oy, 3;,& > 0.

8.3. Deteccion de Partes

El método de Dalal y Triggs permite la deteccion de objetos cuando éstos se encuentran
visibles en su totalidad. Para el caso en que alguna de sus partes ha quedado oculta, se han
desarrollado estrategias que permiten su descripcién como mezclas de modelos de partes.
Esto es parte de una idea antigiia, presentada por primera vez por Fischler y Elschlager[0],
donde las entidades son especificadas por una descripcién de un conjunto de primitivas y los
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Figura 8.3: Un clasificador SVM corresponde al hiperplano que separa dos clases y cuya
distancia a las clases se maximiza. En particular, los puntos correspondientes a la distancia
del margen minima definen los vectores de soporte.

elementos que los unen (ver Figura. A continuacion presentamos una sintesis del trabajo
presentado por Felzenszwalb et al.[5] (ver Figura [8.5).
Felzenszwalb et al.[5] definen un modelo de un objeto con n partes por la (n + 2)-tupla

(f07q17'--7qn7b)7 (815>

donde fj es el detector del objeto completo, q; es el modelo de la i-ésima parte y b es un
término de sesgo. A su vez, cada modelo de parte se define por la 3-tupla

donde f; es el detector para la i-ésima parte, v; es su posicién maéas frecuente, relativa a la
descripcion del objeto completo, y d; es un vector de 4 x 1 conteniendo coeficientes de una
funcién cuadratica, la cual define un costo por la desviacion de la actual posicién de la parte
relativa a su posicién mas comun.

La posible localizacion de los objetos se define por medio de una hipétesis, del tipo

Z = (po,---,Pn), (8.17)

lo cual especifica la posicién p; = (x;,y;) del i-ésimo filtro. Para Felzenszwalb et al.[5], el
valor que puede asignarsele a una hipétesis es la suma de los valores que resultan de evaluar el
detector respectivo menos el costo de detectarlo en una cierta posicion relativa a la posicién
esperada. En otras palabras

SCOT@(I, Po, - - - 7pn) = Z sz¢(I7 pz) - Z dzT(bd(de? dyﬁ) + ba (818)
1=0 i=1

128



Figura 8.4: Para la deteccion de objetos donde porciones de ellos pueden estar ocultas, se
asume que hay una estructura subyacente que describe las partes y su relacion, tal como
propusieron Fischler y Elschlager|[6].

donde I es la imagen que se analiza, el primer término describe que tan bien la parte observada
corresponde con su modelo y el segundo término penaliza alejarse de la posicion esperada
para esa parte. La funcion de costo toma en cuenta que

(dxs, dyz')T = (zi, yi)T - Vi, (8.19)
es el desplazamiento de la i-ésima parte relativa a su posicion estandar, y
pa(dz, dy) = (dz, dy, dx*, dy*)", (8.20)

describe la deformacion. El valor, expresado en (8.18)), que resulta de evaluar una hipdtesis
Z, puede ser evaluado también como

score(I,po, ..., pn) = BT(1,Z), (8.21)
donde w engloba los parametros del modelo tal que
B=(f.£.df,...,d.,b)", (8.22)
y
YL Z) = (6L po), ... oL )", —Galdwr, dyn)”, ... —daldry,dy,)", )T (8.23)

La ventaja de esta representacion es que el problema se interpreta como encontrar el hiper-
plano que distingue a la clase en base a la detecciéon de sus partes. La nueva formulacion
hace factible la construccion de un clasificador lineal. En armonia con las secciones anteriores,
Felzenszwalb et al.[5] utilizan un clasificador SVM con variables latentes.
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imagen

Y
caracteristicas v
caracteristicas
detector sl
el detector detector
QT) primera parte parte n
respuesta
respuesta respuesta
respuesta del
detector respuestas de los filtros de pattes
raiz h 4 k A
localizacion localizacion
de partes de partes

> +

respuesta para cada posicion de la raiz

Figura 8.5: Detector de Felzenszwalb et al.]5]. Una imagen sirva para localizar la parte
raiz y las partes (a un tamano de 2x). La respuesta al detector raiz es combinada con la
respuesta a cada parte combinada con su localizacion.
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Figura 8.6: Hinge Loss Function. Esta funcién expresa que dada la evaluaciéon de una
caracteristica x por alguna funcién f, esto resulta en algin valor, positivo o negativo, que
cuando resulta en la clasificacién claramente correcta, || f(x)|| > 1, resulta en una pérdida
cero. Sin embargo, cuando || f(x)|| < 1 o la clasificacién es incorrecta, la pérdida aumenta
linealmente.

8.4. SVM Latentes

En el caso de Dalal y Triggs[4], las partes estaban involucradas en el célculo del descriptor
pero eran absorbidas por la descripcién global del objeto. En el caso de Felzenswalb et al.[5],
las partes son modeladas explicitamente, tal como lo detalla Girshick[7]. Sin embargo, la
posicién no esta definida en la informaciéon de entrada, por ello se le trata como latente.
Supongase que para cada parte se tiene un clasificador lineal de la forma

fw(x) = zrenééé) wlo(x,2), (8.24)

donde x corresponde a la caracterizacion de una porcion de la imagen I, w es un modelo que
permite su distincién y z corresponde a una variable latente relacionada con la posicion, la
cuales se encuentra en un conjunto Z(x).

En un SVM ordinario, el valor de w se obtiene usando ejemplos etiquetados, algunos
como positivos y otros como negativos, tal que D = ((x1,41), ..., (Xn,Yn)), con y; € {—1,1},
y minimizando

Lo(w) = %HWHQ +OS max(0,1 - yifulx), (8.25)
=1

donde méx(0, 1—y; fw(x;)) es una funcién de pérdida (hinge loss function, ver Figura[8.6)), que
permite aceptar algunas clasificaciones erréneas (tal como propusieron Cortes y Vapnik[3]).
Note que esta funcién es cero cuando se predice la clase correcta. En otro caso, la pérdida
se incrementa linealmente.
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(a) Concava (b) Convexa

Figura 8.7: Funciones Céncavas y Convexas. Los términos en (8.26)) se descomponen de
acuerdo a las muestras positivas y negativas, en funciones céncavas y convexas respectiva-
mente.

8.4.1. Semiconvexidad

Tal como menciona Girshick[7] (8.25]) puede ser descompuesta en dos casos, dependiendo
si la caracteristica x; pertenece a las muestras positivas o las muestras negativas, como

Lp(w) = 1HWH2 + C’Zméx {O, 1 — max WT¢(XZ-,Z)} +

2 P z€Z(x)

CZméx{0,1+ mAx WTqb(xi,z)}. (8.26)

z€Z(x)

En la Figura [8.7] se ilustran los términos de la ecuacién. El tercer término resulta en una
funcién convexa pues wl¢(x;,z) es un hiperplano, que es convexo, y el méaximo de un
conjunto de funciones convexas es convexo. Por otro lado, el segundo término es, en general,
céncavo, pues su limite superior es uno y conforme el producto w’¢(x;,z) crece la funcién
disminuye, hasta cero. Felzenszwalb et al.[5] proponen definir una sola variable latente por
cada muestra positiva. En este caso la funcion w? ¢(x;,zp,) es una linea recta y, por tanto,
es convexa. El conjunto de variables latentes para una parte sobre el conjunto de muestras
positivas quedaria definido como

Zp:{Zpl,ZPZ...}7 (827)
y la funcién de costo en (8.26|) se convierte en
1
Lp(w.Zp) = 5 |lw|* + C > méx {0,1—wg(xi,zp,)} +
icP

C’Zméx{(),l—i— mAx wT¢(xi,zpi)}7 (8.28)

ZPZ-EZP
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la cual tiene un término concavos y varios convexos pero es una mejora con respecto al
problema original.

La optimizacién de Lp(w,Zp) sigue una estrategia dual en la que primero se fija w y se
encuentran los mejores valores de las variables latentes para cada ejemplo positivo, tal que

Zp, = arg max WT¢($iazPi>7 (829>
zpiEZp
y luego se optimiza Lp(w,Zp) sobre w, para todas las muestras positivas y negativas,
dejando Zp fija, tal que
w1 = argmin Lp(w,Zp). (8.30)

El primer paso involucra solucionar (8.18]) y encontrar las mejores posiciones de las partes
durante la deteccion. La segunda parte requiere optimizar (8.28|) aprovechando que se ha
supuesto una variable latente. Sin embargo, el problema permanece sesgado, pues el niimero
de ejemplos negativos excede por mucho a los ejemplos positivos. Esto puede significar que
se optimiza realmente para los ejemplos negativos. Es decir, dado que en el mundo hay
muchisimos mas negativos que positivos, puede ser que la ganancia de optimizar para los
positivos sea marginal y no impacte en el resultado. Para ello, se sigue una estrategia de
bootstrapping donde un subconjunto de ejemplos negativos se usa para entrenamiento. Con los
ejemplos negativos mal clasificados se construye un conjunto de ejemplos negativos dificiles.
Seguin se necesite, este proceso se repite varias veces.

8.5. Implementacion

Una implementacion completa y muy eficiente del algoritmo de Dalal y Triggs se en-
cuentra en la librerfa de OpenCV[I]. Usando las rutinas de Matlab desarrolladas por Kota
Yamaguchi[§], y dada una imagen I, las instrucciones bésicas serfan las que se ilustran en el
Algoritmo [15] Un ejemplo de la ejecucién de este programa se muestra en la Figura

Por su lado, Felzenszwalb et al.[5] ponen su implementacion disponible en la direccién
http://www.cs.berkeley.edu/~rbg/latent. Su cddigo incluye detectores para aviones,
bicicletas, pajaros, botes, botellas, autobuses, automoviles, gatos, sillas, vacas, mesas de
cena, perros, caballos, motocicletas, personas, plantas en macetas, borregos, sillones, trenes,
y monitores de TV. En la Figura se incluye un ejemplo del detector de personas.

Sumario

Los Histogramas de Gradientes Orientados (HOG) representan una estrategia muy popu-
lar para caracterizar objetos y como un paso previo a su deteccién visual por computadora.
Aqui revisamos el trabajo de Dalal y Triggs[4] para el caso en que los objetos aparecen de
forma completa en la imagen y el trabajo de Felzenszwalb et al.[5], donde se considera la
extension que permite la deteccién de objetos cuando algunas de sus partes no son visibles.
En el proceso de clasificacion, ambos autores utilizan un clasificador basado en la maquina
de soporte vectorial [3], como una forma de distinguir entre los objetos que pertenecen o no
a la clase de interés. En el caso de Felzenszwalb et al., ellos hacen la importante observacién

133


http://www.cs.berkeley.edu/~rbg/latent

Figura 8.8: Detector de Felzenszwalb et al.[5] aplicado a personas. Note cémo las personas
son detectadas aun cuando alguna parte de ellas no sea visible.

de que cualquiera que sea el objeto de interés son muchos més los ejemplos negativos que
los positivos. Esto les lleva a recomendar estrategias de entrenamiento mas efectivas.

Ejercicios
1. Tlustra la Hinge Loss Function para las muestras positivas y negativas. ; Cudl es la
diferencia entra ambas?
2. Implementa el Algoritmo (15| de Dalal-Triggs para la deteccién de personas.

3. Implementa el Algoritmo de Felzenswalb et al. para la deteccion de personas por partes.

4. ;De qué tamano es el descriptor de personas de Felzenswalb et al.[5] ?
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CAPITULO
Redes Neuronales Convolucionales (CNN)

Desde hace algunos anos, las CNN han tomado gran relevancia por su alto nivel de
desempeno particularmente en tareas de clasificacién. Especialmente notable han sido los
resultados obtenidos en el Imagenet Large Scale Visual Recognition Challenge(ILSVRC),
donde segiin algunas medidas han logrado resultados superiores a los humanos en lectura de
signos de tréafico[4], reconocimiento de rostros[2] o interpretacién de imégenes retinales[I5].
La ventaja esencial de las CNN sobre otros modelos de deteccién es que la seleccién de
caracteristicas se realiza de forma automatica. Asimismo, se ha mostrado que, con respecto a
las redes neuronales (NN) tradicionales, el niimero de capas es un pardmetro muy importante.
Esto se traduce en que es normal que el nimero de pardmetros por ajustar ronde en los
millones, el tiempo de entrenamiento ronde en las semanas y el nimero de muestras para
el entrenamiento este en el orden de las decenas de millones. Ciertamente, esto comienza
a colocar la disciplina mas alla de la computadora de escritorio normal. Sin embargo, los
resultados obtenidos parecen apuntar a que continuara habiendo un fuerte impulso en esta
direccion.

Algunas arquitecturas conocidas incluyen: LeNet, la primera CNN, desarrollada pa-
ra identificar digitos por Yan LeCun en los 1990’s[I1]; AlexNet, la CNN que las popu-
larizé con su desempeno en Imagenet Large Scale Visual Recognition Challenge(ILSVRC)
en 2012[9]; ZFNet, la ganadora en el ILSVRC 2013, donde esencialmente se afinaron los
pardametros de AlexNet[20]; GoogleNet, la ganadora del ILSVRC 2014 reduciendo el ntimero
de pardmetros[I9]; VGGNet, la cual con sus 16 capas CONV/FC y solo ejecutaba convolu-
ciones de 3 x 3 y sumarizaciones 2 X 2, mostrd que la profundidad juega un rol primordial en
las CNN[18]; ResNet, con 138M de parametros, result6 la ganadora del ILSVRC 2015[6]; de
forma interesante, en el 2016 los ganadores ensamblaron seis modelos, por lo que se puede
decir que no hubo avances significativos en las arquitecturas propuestas[17].

9.1. Modelo de Feed Forward y Entrenamiento por Back
Propagation

Las NN representaciones de una funcién no lineal mediante la cual ciertas entradas son
transformadas en valores de salida. Regularmente son modeladas mediante un grafo aciclico
(ver Figura, aunque hay un importante grupo de arquitecturas llamado redes neuronales
recurrentes (RNN) donde se admiten ciclos[13]. Las redes estdn organizadas en una capa de
entrada, una de salida y entre ellas varias llamadas ocultas.
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(a) Feed Forward (b) Back Propagation

Figura 9.1: Representacion grafica de las etapas relacionadas a la evaluacion de la funcién
expresada en la red neuronal para una cierta entrada (a) y el cdlculo de su derivada (b). En
la ilustracién no se muestra el nodo de sesgo en cada capa.

9.1.1. Modelo de Feed Forward

Una neurona puede verse como recibiendo de la capa anterior un conjunto de senales,
x = (x1,...,2,), pesadas por un factor w = (wy,...,w,). Dentro de la neurona estas
entradas son sumadas, wyx1+- - -+w,x,, y un valor de sesgo b es adicionada. Como resultado,
la neurona genera una senal f(z) que denota la respuesta de la neurona a las entradas. Es
decir, la salida de una neurona esté dada por f(w?x -+ b). Estas operaciones son repetidas
en subsiguientes capas. Por ejemplo, en la Figura (a), las operaciones de Feed Forward
tendrian la siguiente secuencia

Zj = Z Wi T — Y = f(Zj) —
i€entradas
2k = Z wiry; — yp = [(2) =
JEH

a= Y wuyr =y = f(z), (9.1)

ke Ho

donde z; corresponde a los valores de entrada y 1; corresponde a las salidas.

Las funciones de activacion tienen el papel de realizar el mapeo a espacios no lineales.
En su operacién, emiten la salida de las neuronas en funcién de las entradas que se reciben.
Son esenciales para el proceso de entrenamiento. Algunas de ellas incluyen la sigmoide, la
RELU, la leaky RELU y la MazOut[16]. Hace algunos anos, la sigmoide, definida como

1

T l+exp(—a) 6-2)

a(z)
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era muy comun. Sin embargo, la funcién no esté centrada en cero. Para aliviar este problema
se sugirio la tangente hiperbolica, definida como

tanh(z) = 20(2z) — 1, (9.3)

la cual estd centrada en cero. Sin embargo, en ambos casos, durante el etapa de ajuste de los
pesos por back propagation, cuando las activaciones se saturan en las colas los gradientes se
desvanecen. Actualmente, la funcién més utilizada es la unidad lineal rectificada (ReLU)[10],
la cual se define como

ReLU(z) = max(0, z). (9.4)

La funcién ha mostrado acelerar la convergencia y es sencilla de implementar.

Se ha mostrado que las NN son aproximadores universales, i.e., dada una funcién f(x) y
una constante € > 0, existe una NN con una capa oculta g(z) tal que Vz|f(z) — g(z)| < €[T].
En ese sentido, uno pensaria que NN de pocas capas evitarian overfitting de las funciones.
Sin embargo, se ha visto experimentalmente que NN de tres capas trabajan mejor que las
de 2 (aunque no se ve un efecto tan dramdtico para 4, 5 o 6 capas). En el caso de CNN se
ha visto que la profundidad es un componente importante, donde 10 capas son comunes[I8].
Para evitar overfitting, la funciéon objetivo se regulariza. Esto es preferido a disminuir el
nimero de neuronas.

9.1.2. Entrenamiento por Back Propagation

Es generalmente aceptado que hay cuatro formas de obtener las derivadas de una ecua-
cién: Hacer el cdlculo manual, realizar el calculo numérico, obtener el resultado simbdlico, o
hacer diferenciacién automatica[l]. Aqui revisamos este tltimo método y nos familiarizamos
con el algoritmo de aprendizaje denominado propagacion hacia atras o back propagation.

Dada una funcién f(x), estamos interesados en obtener el gradiente V f(x). Por ejemplo,
si f(x,y), entonces Vf = (0f/0z,0f/0y)T. Aqui estamos interesados en aplicar la regla de
la cadena para resolver el problema. Por ejemplo, considere la expresion

flxy,20) = Inwy + x129. (9.5)

Esta expresion se puede descomponer en operaciones sencillas tales como sumas, multiplica-
ciones o derivadas de funciones de una variable, tal como

Cambio de variable  Derivada parcial

p=Inz Op/Oxy = 1]z,

B 0q/0xy = xo (9.6)
7= Ntz 0q/0xs = 11

_ of/op=1
f=pta 0f/dg = 1
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(a) Propagacion hacia adelante simbolica  (b) Propagacién hacia adelante numérica

(c) Propagacién hacia atras simbolica (d) Propagacién hacia atras numérica

Figura 9.2: Ejemplo de obtencién de la derivada de la funcién f(zq,22) = Inx; + z129
mediante propagacién hacia atras. La funcién es descompuesta en términos de funciones
sencillas, aplicando la regla de la cadena. Para la evaluacion del gradiente se parte del final
a contraflujo.

La obtencion del gradiente se puede realizar mediante la regla de la cadena. Utilizando las
expresiones anteriores podemos llegar al siguiente resultado:

dq O Op 0O
0f /0, a0 T o o
Vf([L'l,CCQ) == == (97)
Of /0xs 88—11%

En una red neuronal, back propagation sirve para ajustar el valor de los pesos de la
red. Para ello, se supone que se cuenta con un conjunto {X,t} de observaciones X, .,, =
(X1, .0y X)), cONX; = (27, . .. ,xn)T y sus correspondientes m valores de salidat = (t1,...,t,)7.
Si asumimos que nuestra funcién de costo estd dada por la diferencia entre el valor de salida
de la red y el valor deseado, el error en cierto momento puede representarse como la suma
de las diferencias al cuadrado, tal como

m

E= Z(yz —1)*. (9.8)

=1

Utilizando como ilustracién la arquitectura de red presentada en la Figura[9.1] la propagacion
del error puede describirse como

15)) VRN OFE OF 8yl
8yl —u i 321 8yl 821
w - —_—
8yk lESZah:da kl Dz Oyp Oz
oF OF OF 8y]
8y] k; wjk@zk 0z 8_3/] Dz’ (9:9)
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donde recordamos que y = f(z) y la derivada % puede obtenerse evaluando la derivada
de f(z). Los pesos se modifican considerando como varia el error junto con ellos. Es decir,
evaluando la expresién

OE 0E 9z
ijk N 82’]' 3wjk’

(9.10)

8zj
Wik

donde el término puede expresarse como

Ozk 0 u
_ . . 11
S,k By (E wjryr> Y, (9.11)

r=1

puesto que en la sumatoria solo un término depende de w;;. De esta forma, los pesos son
modificados usando la ecuacién
(+) ) )

oF
R A (9.12)

para una constante de aprendizaje «.

9.2. Redes Neuronales Convolucionales (CNN)

Las CNN son una arquitectura de red neuronal especializada en el trabajo con imégenes.
Por su origen, comparten con las NN algunos aspectos fundamentales. Por ejemplo, en ambos
casos, el aprendizaje de los pesos es mediante back propagation. En ambos casos una neurona
recibe entradas que son pesadas mediante un producto punto y con el resultado se realiza una
transformacion no lineal. Asimismo, en ambos casos hay una funcién de pérdida diferenciable.

En una CNN las neuronas son agrupadas en capas tridimensionales (que tienen una
anchura, altura y profundidad) que se conectan una tras otra mediante una funcién diferen-
ciable que puede requerir o no parametros. Por ejemplo, una imagen de m x n x 3 requiere
una capa de entrada de 3mn neuronas. Las neuronas en las capas siguientes seran conectadas
a una pequena region de la capa anterior, no a todas las neuronas. Al final, la capa de salida
tendra dimensiones 1 X 1 x K, correspondiendo a las K clases de interés.

Hay tres tipos de capas en una CNN: Convoluciones (CONV), Sumarizado (POOL) y
Completamente Conectadas (FC). Por ejemplo, supéngase que se tiene una CNN que toma
imagenes de 32 x 32 x 3, pretende distinguir entre 10 clases y tiene la siguiente arquitectura:
INPUT-CONV-RELU-POOL-FC. Las capas tienen la siguiente interpretacién (ver Figura

9.3):
= INPUT. Es una capa de 32 x 32 x 3, la cual tendré la imagen de color.

= CONV. Esta capa calculara la salida de las neuronas en una regién de la imagen de
entrada. En cada region se calcula un producto punto entre los pesos y una pequena
region conectada a la entrada. Si se tienen 8 filtros, se tendra un volumen de 32 x 32 x 8
unidades.
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Mapas Mapas Mapas
Entradas Caracteristicas Caracteristicas Caracteristicas Salidas
3@32x32 8@32x32 B@32x32 B@16x16 10

CONV RelU POOL Completamente
5x5 kernel 1x1 kernel 2x2 kernel Conectada

Figura 9.3: Ejemplo de arquitectura de una CNN con CONV— ReLU — POOL. Una
imagen de color con 32 x 32 pixeles de resolucién es convolucionada con 8 filtros. Enseguida,
este banco de imédgenes pasa por una funcién no lineal ReLLU. Luego, una funciéon de POOL
extrae las respuestas mas grandes reduciendo la resolucién de los datos espaciales a la mitad.
Figura creada con draw_convnet de Gavin Weiguang Ding.

» RELU. En esta capa se aplica la funcién de activacién max(0, z), elemento por elemen-
to. Esto deja el volumen en 32 x 32 x 8 unidades.

= POOL. En esta capa se hace una sumarizacion sobre la parte espacial de la imagen,
seleccionado solo algunos elementos de ella. Por ejemplo, puede ser que el volumen
resultante sea de 16 x 16 x 8.

= FC. En esta capa se calculan los scores resultando en un volumen de tamano 1 x 1 x 10.

En este ejemplo, las capas CONV/FC haran transformaciones que son funcién del volumen
de entrada, los pesos y los sesgos. Las capas son entrenadas con gradiente descendente. Las
capas RELU/POOL implementan una funcién fija.

Las CNN pueden construirse con capas CONV, POOL, RELU y FC. Por ejemplo

INPUT — [[CONV — RELU] x N — POOL?] x M — [FC — RELU]K — FC, (9.13)

donde X indica repeticién, POOL? una capa de sumarizacién opcional, N > 0 (usualmente
N <3), M >0,K >0 (usualmente K < 3). Por regla de dedo, se prefiere muchos CONV
con filtros pequenos que un CONV con un campo receptivo grande. Esto debido a que entre
cada CONV hay normalmente una funcién no lineal.

Capa CONYV. Durante la etapa de procesamiento de la red, las entradas con convoluciona-
das con filtros sobre las dimensiones de anchura y altura. Esto genera un mapa de activacién
en 2D. La convolucion se realiza entre las entradas y los pesos. La CNN aprenderad los filtros
mas apropiados que se activaran cuando alguna caracteristica, tal como un contorno en al-
guna orientacion o una regién de un cierto color esté presente en la primera capa, o algunas
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Figura 9.4: Algunos ejemplos contenidos en la base de datos de MNIST.

caracteristicas méas complejas en capas posteriores de la red. Cada filtro aplicado produce
mapas de activacion bidimensionales separados. La extension de la conectividad es llamado
campo receptivo de la neurona y se regula con un hiperparametro. Las conexiones son locales
en espacio pero siempre completas sobre la profundidad del volumen de entrada.

Capa POOL. La funcién de la capa POOL es reducir gradualmente el tamano espacial de
la representacion, reducir el nimero de parametros y evitar overfitting. En comun insertar una
capa de sumarizacion entre capas de convolucion. La capa de sumarizacion usa la operacién
max. La forma mas comtn es aplicarla sobre una vecindad de 2 x 2 con un paso de 2, logrando
con ello descartar el 75 % de las activaciones.

9.3. Ejemplo de MNIST

MNIST es el ejemplo Hola Mundo para CNN. MNIST se compone de decenas de miles
de imédgenes correspondientes a digitos numéricos escritos a mano (ver Figura . La base
de datos puede dividirse comodamente en decenas de miles de imagenes para entrenamiento,
prueba y validacion. Cada imagen tiene una resolucion de 28 x 28 pixeles, cuyo valor para
pixel es un nimero real entre cero y uno.

Para este ejercicio utilizamos la CNN LeNet, la cual se define como[I1]

INPUT — [[CONV — TANH] — POOL] x 2 — [FC — TANH]10 — FC, (9.14)

donde TANH es la tangente hiperbdlica, como en (9.3)). Para este ejercicio en particular,
utilizamos 42,000 digitos de la base de datos MNIST. De ellos, escogimos el 70 % (29,399)
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digitos 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
muestras 1,272 1,389 1273 1,316 1,285 1,104 1279 1,258 1,186 1,239

Cuadro 9.1: Distribucién de digitos en la muestra utilizada para probar la CNN LeNet con
la base de datos de MNIST

(a) (b)

Figura 9.5: MNIST usando la CNN LeNet. En (a) se muestra el incremento de la precision
por epoca de entrenamiento para la base de datos MNIST usando la CNN LeNet. Luego,
en (b), se muestra la curva ROC para cada digito clasificado. El promedio del area bajo la
curva es 0.9997

de las imégenes para entrenar y el 30% (12,601) imdgenes para probar. El tiempo para
entrenar una red de este tipo es de 196 segundos (3 minutos y 16 segundos) en el CPU.
El uso de una GPU puede reducir en érdenes de magnitud el tiempo de procesamiento.
Para el entrenamiento se utilizaron grupos de 100 imagenes escogidos aleatoriamente para
calcular el gradiente, en una técnica conocida como stochastic gradient descend|3]. La tasa
de aprendizaje « fue de 0.05. Para este ejemplo, se realizaron 6 iteraciones sobre los datos
de entrenamiento. El incremento de la precisién con cada iteracién se muestra en la Figura
9.5(a). Para entrenamiento, la distribucién de digitos sigue la distribucién que se muestra
en la Tabla la cual exhibe homegeneidad. La evaluacion del proceso de entrenamiento
se muestra en la Figura[9.5(b)

En un problema de reconocimiento de patrones, mucho se puede entender de los datos
por clasificar utilizando visualizacion de datos. Sin embargo, la visualizacién de datos mul-
tidimensionales es un reto. Para poder tener una intuicién de esto, considere a cada pixel
como representando una caracteristica dentro de un espacio multidimensional y al valor del
pixel como una posicién dentro de esta dimensiéon. Esto resultara al conjunto de datos como
un subespacio dentro del espacio de las todas las imégenes posibles. El t-Distributed Stochas-
tic Neighbor Embeeding (t-SNE)[14] es una técnica de visualiacién de datos que preserva su
topologia, i.e., trata de tener los mismos vecinos, independientemente de la dimensionalidad
del espacio donde se visualice. De su representacion visual (ver F igura, uno podria con-
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Figura 9.6: Visualizacién t-SNE de la base de datos del MNIST. Aqui se representa una
muestra aleatoria de 1,000 digitos de la base de datos del MNIST visualizados mediante
t-SNE.

cluir que MNIST es una base de datos estructurada donde la distincion entre clases permite
un alto nivel de desempeno de los clasificadores.

9.4. Clasificacion Lineal

Una red neuronal funciona como una transformacion no lineal de las entradas. La expec-
tativa es que en ese nuevo espacio, uno pueda distinguir las clases mediante un hiperplano.
En las arquitecturas actuales, las opciones son utilizar ya sea una SVM multiclase o un
clasificador Softmax. Aqui exploramos ambos.

Primero, partimos del supuesto de que si x; € R”, parai = 1,..., N, representa una
imagen que tiene una etiqueta y; € {1,..., K}, entonces f podria ser definida como una
funcién que mapea de pixeles al score de pertenencia a la clase,

f:RP - RE. (9.15)

Un ejemplo de esta funcién podria ser un clasificador lineal, definido como

donde Wk p es una matriz de pesos y b1 un vector de sesgo. En este sentido, las hileras
de W pueden ser interpretadas como la descripcion de las lineas que separan las clases. Abu-
sando de la notacién, antes de proceder a realizar las operaciones de clasificacién podriamos
incluir una columna de unos a W y un uno a cada vector x; de tal forma de utilizar la
representacion

f(x;, W,b) = Wx;. (9.17)
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9.4.1. Clasificador SVM

Con respecto al problema de clasificaciéon multiclase usando SVM, el criterio de asignacion
es que el score de la clase correcta debe ser mayor que el resto por al menos un valor de
margen A[5]. Si definimos la funcién de score como

donde w; corresponde a la j-ésima linea de discriminacién, o j-ésima columna de W7,
entonces la funcién de pérdida SVM para la i-ésima clase podria definirse como

L; = Z max (0, s; — s, + A),
JFYi
= Z max (0, WJ.TXz- — WZ;XZ' + A),
J#Yi

(9.19)

conocida como hinge loss function. Por ejemplo, si se tuvieran tres clases con scores s =
(13, —7,11), un valor minimo de margen A = 10, y la primera fuera la clase verdadera, la
funcién de pérdida seria

Ly = max(0, 59 — s1 + A) + méx(0, s3 — s1 + A),

) , (9.20)
= max(0, —7 — 13 4 10) + max(0, 11 — 13 + 10) = 21.

Dada la interpretacién geométrica de la ecuacion de la linea recta, hay un factor de escala
que hay que ajustar. En SVM multiclase, se quiere minimizar la magnitud de W, R(W),
definida como

RW)=> "> uj. (9.21)

k=1 =1
Asf pues, la funcién de pérdida queda definida como (ver Figura

N
1
L==—Y L;+AR(W), 22
NZ +AR(W) (9.22)

donde A es el multiplicador de Lagrange y N es el nimero de muestras. En la practica, el
valor de A se deja igual a uno y se deja el peso de la regularizacion al factor A.

9.4.2. Clasificador Softmax

El clasificador Softmax es una generalizacion del clasificador binario de regresion logistica
para el caso multidimensional. La funciéon de pérdida cambia a

K
exp (fy,
Li=—log | -22Un) | p 1oy exp (). (9.23)
> exp(fy) =
j=1
donde f; es el j-ésimo elemento del vector f = (fi,..., fx)? de scores para las clases. La

funcién de pérdida completa corresponde a ((9.22)).
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Figura 9.7: Clasificacion mediante SVM multiclase. El clasificador SVM optimiza la llamada
hinge loss function (ver Figura . Para el conjunto de los parametros bajo consideracion
esto resulta en una funcién concava.

9.5. Aspectos Estaticos de una CNN

Antes de proceder a entrenar la CNN es recomendable preprocesar los datos con la
finalidad de centralizarlos y que su valor medio sea igual a cero y normalizar las entradas
para que su desviacién estandar sea uno[12].

9.5.1. Preproceso de los Datos

Sea X = (xy,...,Xy), el conjunto de datos, cuya dimensionalidad es D. El centrado
requiere sustraer el valor medio, X, lo cual puede llevarse a cabo con la operacion

X, =X —x17, (9.24)

donde 1 es un vector de N dimensiones.

Para la normalizacion se requiere que las caracteristicas tengan desviacion estandar uni-
taria en cada una de las dimensiones. Para ello, sea 0 = (01,...,0p) el vector de D x 1
con las desviaciones estandar sobre las caracteristicas. En adicion sea la representacion de
X = (uy,...,up)? la representacién de los renglones de X. La operacién de centralizacién
y normalizacién sobre las caracteristicas seria

Wi (9.25)

u=
0;

9.5.2. Inicializacion de los Pesos

Si los pesos W se inicializan a ceros, las neuronas calcularian la misma salida, con lo
cual tendrian los mismos gradientes y las mismas actualizaciones de parametros. Hay varios
esquemas de inicializacién. Uno de ellos consiste en proporcionar un pequeno valor aleatorio
con funcién de distribucién de probabilidad Gaussiana que rompa la simetria. La distribu-
cion de las salidas de una neurona inicializada aleatoriamente tiene varianza que crece con
el nimero de entradas. Lo conveniente es normalizar la varianza de cada neurona a uno
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escalando su vector de pesos por la raiz cuadrada del numero de entradas. Asi los pesos se

inicializan con . ' .
matrix de n X n con ruido Gaussiano

W = NG : (9.26)

donde n es el numero de entradas.

9.5.3. Regularizacién

La regularizacién controla la capacidad de la NN para evitar overfitting. Las opciones
de regularizacién se aplican sobre (9.22)) e incluyen[I12, []:

Regularizacién Euclideana. Sigue la formulacién %)\wz, donde A es el grado de la regu-
larizacion. Su efecto es usar todas las entradas un poco, contrario a usar algunas pocas
entradas mucho.

Regularizaciéon de Manhattan. Sigue la formulacién Aw/|, en la practica algunos de los
pesos se hacen cero, haciendo una suerte de seleccién de caracteristicas.

MaxNorm. Estas restricciones forzan a que la magnitud de w no sobrepase de un cierto
valor absoluto. En la préactica, la actualizacién de los pardmetros es hecha como de
costumbre y entonces el vector de pesos es limitado para [|[w|2 < ¢, para valores
tipicos de ¢ de 2 o 4.

Dropout. Durante entrenamiento, dropout mantiene una neurona activa con una probabi-
lidad P (un hiperparametro) o de otra forma la pone a cero.

El dropout solo de aplica en la etapa de entrenamiento. En esa etapa, el valor esperado
es p + (1 — p)0. Sin embargo, ya en la etapa de pruebas se tiene que hacer x — pz
para mantener el mismo valor esperado.

En la practica, es comun usar una regularizacién Lo cuya constante A\ se calcula via cross-
validation.

9.6. Aspectos Dinamicos de una CNN

El entrenamiento de una CNN es muy largo y puede estar en el orden de dias. Algunos
aspectos que pueden ser monitoreados durante ese tiempo incluyen[12] [§]:

= Hay que verificar que se obtiene la pérdida esperada al inicializar con valores pequenos
para los parametros. Es mejor verificar el término de pérdida de los datos por separado.
El incrementar la contribucion del término de regularizacion se deberia incrementar el
valor de la pérdida. Conviene, por ejemplo, tomar un pequeno subconjunto de datos y
verificar que se puede llegar a un costo cero, al hacer overfitting sobre esos datos.

= Durante el proceso conviene estar verificando el comportamiento, por ejemplo con
graficas que se actualicen en cada época.
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= La funcion de pérdida es evaluada en subconjuntos de datos de entrenamiento, por lo
que puede mostrar oscilaciones. En todo caso, el cociente entre el error entre el conjunto
de entrenamiento y el conjunto de validaciéon puede ser un indicador. Por ejemplo, si hay
una variacion pequena sobre el desempeno cuando analizamos el conjunto de validaciéon
puede significar overfitting en los datos de entrenamiento.

= El cociente entre el valor de las actualizaciones de los pesos y la magnitud de los
gradientes debe ser aproximadamente 1073, Si es mayor, la tasa de aprendizaje puede
ser muy alta. Si es menor, la tasa de aprendizaje puede ser muy baja.

» Una mala inicializaciéon puede reducir o parar el proceso de aprendizaje. Una forma
de hacer el diagnostico de esta situacion es graficar los histogramas de activacién o
gradiente para todas las capas de la NN.

= Las caracteristicas de la primera capa pueden visualizarse y muestran las clases que se
desea aprender.

Sumario

Las CNN han significado una revolucién en el area de vision por computadora, al permitir
alcanzar niveles de desempeno, en algunas tareas, comparables o superiores a los humanos.
Sin embargo, su aplicacién requiere de grandes cantidades de datos, procesadas con recursos
computacionales de alto rendimiento por varios dias. Las CNN utilizan para su operacién
el modelo de feed forward y para su entrenamiento el back propagation. La primera evalua
una funcién no lineal para un conjunto de datos, tal que en ese espacio transformado las
clases sean separables por un hiperplano. La segunda calcula el gradiente con la finalidad
de ajustar los pesos de la red neuronal. Las CNN se componen de un conjunto de capas en
donde operaciones de convolucion, mapeo no lineal y sumarizacion son seguidas de etapas de
conectividad completa. La diferencia entre las redes neuronales tradicionales y las convolu-
cionales es precisamente las etapas iniciales de convolucién. La base de imagenes de digitos
del MNIST es utilizada como un ejemplo introductorio para las CNN. Al final de la CNN
hay un proceso de clasificiacién en donde cominmente se usa o un SVM multiclase o un cla-
sificador Softmax. Dado que cada operacién de entrenamiento consume grandes cantidades
de recursos de computo, algunas operaciones de preprocesamiento de los datos deben reali-
zarse antes del entrenamiento. Asimismo, durante el entrenamiento es conveniente observar
el desarrollo del proceso mediante para monitorear su convergencia.

Ejercicios

1. Instalar Caffe, MxNet, TensorFlow o alguna otra plataforma de CNN para implementar
el ejemplo de MNIST para la clasificacion de imégenes de digitos escritos a mano.

2. Explorar algunas arquitecturas como la de AlexNet o VGG para la deteccién de objetos.
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3. Comparar el uso de CPU contra GPU en el tiempo requerido para entrenar un modelo

de CNN.
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